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Recente ontwikkelingen op het gebied van hardware openen nieuwe

perspectieven ten aanzien van simulatie� Zo kunnen de hoge reso�

lutie van de huidige generatie beeldschermen alsook de muisbedie�

ning gebruikt worden om op een snelle en inzichtelijke wijze een

simulatiemodel te bouwen� Ook lenen deze beeldschermen zich

voor animatie tijdens het uitvoeren van de simulatie� Door deze

ontwikkelingen bestaat het gevaar dat de analyse van de betrouw�

baarheid van de gegenereerde resultaten wat op de achtergrond

raakt� Keek men vroeger argwanend naar de getallen die uit een

simulatie kwamen� nu is men vanwege de mooie gra�ek bereid om

de resultaten van een simulatie voor waar aan te nemen� Om�

dat een simulatiestudie vaak uitgevoerd wordt om een belangrijke

strategische beslissing te kunnen nemen� is er dus sprake van een

groot gevaar� Omdat het onverstandig is om dit soort beslissingen

te baseren op ongefundeerde resultaten� moet er meer aandacht

besteed worden aan de statistische aspecten van simulatie� Met

dit in het achterhoofd is dit handhoek ontstaan�
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Doelgroep


Dit handboek is bedoeld voor personen die betrokken zijn bij simulatie�
studies maar relatief weinig ervaring hebben met de statistische kanten
van simulatie� Het boek is ook geschikt als naslagwerk en als aanvulling
op de handleiding van het simulatiegereedschap dat gebruikt wordt�
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� Introductie

Stel dat u als eigenaar van een grote discotheek problemen hebt met de
inzet van het personeel op zaterdagavond� Enerzijds is er op bepaalde
uren sprake van overcapaciteit� anderzijds zijn er klachten van bezoekers
die vinden dat ze te lang moeten wachten bij het weghangen van jassen en
bij het bestellen van drankjes� Omdat U als eigenaar van de discotheek
het gevoel heeft dat U teveel personeel in dienst heeft en toch klanten
kwijt dreigt te raken vanwege de lange wachttijden� besluit U tot het
instellen van een diepgaand onderzoek� Voorbeelden van vragen die U
beantwoord wilt zien zijn�

� Wat zijn de gemiddelde wachttijden van klanten aan de diverse bars
en voor de garderobe�

� Wat is de bezettingsgraad van het barpersoneel�

� Worden de wachttijden substantieel kleiner indien er extra perso�
neel ingezet wordt�

� Heeft het �exibel inzetten van personeel �een personeelslid is bij�
voorbeeld niet langer toegewezen aan �e�en bar� zin�

� Wat voor e�ect heeft de invoering van consumptiebonnen op de
gemiddelde wachttijd�

� Heeft het aanstellen van obers zin�

� Wat zijn de e�ecten van het door middel van een �happy hour
spreiden van de aankomsten van bezoekers�

Om deze en andere vragen te beantwoorden� kan een simulatiemodel ge�Simulatiemodel
bruikt worden� Een simulatiemodel is een afbeelding van de werkelijkheid
die gebruikt kan worden om diezelfde werkelijkheid na te bootsen met
behulp van een computer� Zoals een architect op basis van een bouwte�
kening inzicht probeert te verwerven in het gemodelleerde huis� gebruikt
een systeemanalist een simulatiemodel om inzicht te verwerven in het
gemodelleerde bedrijfsproces�

Wanneer is het nu zinvol om een simulatiemodel op te zetten� Een aantalRedenen voor simula�
tie voor de hand liggende redenen zijn�

� Men wil inzicht krijgen in een bestaande of nog te realiseren situa�
tie� Door het in kaart brengen van bijvoorbeeld een bedrijfsproces�
worden belangrijke verbanden en nutteloze handelingen zichtbaar�



� Een echt experiment is te duur� Simulatie is een goedkope ma�
nier om een aantal alternatieven te analyseren� Het daadwerkelijk
aannemen van extra personeel of het invoeren van een consumptie�
bonnen�systeem is te duur om vrijblijvend te onderzoeken of het
een verbetering tot gevolg heeft� Men wil van tevoren weten of een
bepaalde maatregel het gewenste e�ect heeft� Met name als het
gaat om de inrichting van een nieuw bedrijfsproces� kan men door
simulatie veel geld besparen�

� Een echt experiment is te gevaarlijk� Soms is het niet verantwoord
om bepaalde experimenten in het echt uit te voeren� Voordat de Ne�
derlandse Spoorwegen besluit om een nieuw verkeersbegeleidings�
systeem in te voeren� wil men eerst vertrouwen hebben in de veilig�
heid van dit systeem� Hetzelfde geldt voor allerlei processen waar
veiligheid een grote rol speelt� bijvoorbeeld in de luchtvaart of in
een kerncentrale�

In plaats van een uitgebreide simulatiestudie kan men soms ook volstaan
met een wiskundig model� ook wel analytisch model genoemd� In de Ope�
rations Research �OR� zijn vele modellen ontwikkeld die zonder simulatie
geanalyseerd kunnen worden� We kunnen hierbij denken aan wachtrijmo�
dellen� combinatorische optimaliseringsmodellen� stochastische modellen�
enzovoorts� Deze modellen zijn vaak toegesneden op speci�eke situaties
of zijn alleen maar bruikbaar voor het beantwoorden van speci�eke vra�
gen� Het spreekt voor zich dat men pas aan een simulatiestudie moet
beginnen op het moment dat men ervan overtuigd is dat een eenvou�
dig analytisch model niet voldoet� Voor een analytisch model zijn over
het algemeen minder gegevens nodig� Ook vergt een analytisch model
over het algemeen minder rekenkracht om tot betrouwbare resultaten te
komen�

Sterke punten van simulatiemodellen ten opzichte van analytisch model�Sterke punten simu�
latie len zijn�

� Simulatie is een �exibele analyse�techniek� Bijna elke denkbare
situatie� hoe complex dan ook� kan met behulp van simulatie on�
derzocht worden�

� Simulatie kan gebruikt worden voor het beantwoorden van zeer
uiteenlopende vragen� Met behulp van hetzelfde model kunnen bij�
voorbeeld vragen over wachttijden� bezettingsgraden� en storings�
percentages beantwoord worden�

� Simulatie is eenvoudig te begrijpen� In feite is simulatie niets meer
dan het naspelen van een gemodelleerde situatie� In tegenstelling
tot vele analytische modellen is geen specialistische kennis nodig
om het model te begrijpen�



Aan simulatie zijn helaas ook wat nadelen verbonden�Zwakke punten simu�
latie � Een simulatiestudie kan erg tijdrovend zijn� Soms zijn er erg lange

simulatieruns nodig om betrouwbare resultaten te verkrijgen�

� Bij de interpretatie van simulatieresultaten dient men erg voorzich�
tig te werk te gaan� Het vaststellen van de betrouwbaarheid van
de verkregen resultaten kan erg verraderlijk zijn�

� Simulatie levert geen waterdicht bewijs� Het feit dat er in een
simulatie een bepaald e�ect niet optreedt� wil niet zeggen dat dit
e�ect niet op kan treden�

Simulatie wordt vaak gebruikt om grote strategische beslissingen te on�
derbouwen met getallen� Vanwege de beschikbaarheid van eenvoudig te
bedienen gereedschappen voor simulatie� is men in staat om in korte tijd
een simulatiemodel ter ondersteuning van het nemen van deze belang�
rijke beslissingen te construeren� Hierin schuilt tegelijk het gevaar dat
er ten onrechte beslissingen genomen op basis van een foutief model of
een verkeerde interpretatie van de resultaten� In dit handboek richten
we onze aandacht dan ook op het valideren van een simulatiemodel en
het op een juiste manier omgaan met de simulatieresultaten�

De indeling van dit handboek is als volgt� Eerst besteden we in hoofd�
stuk � nog wat aandacht aan het construeren van een simulatiemodel� In
hoofdstuk � richten we onze aandacht op de �input�kant van simulatie�
De invoer van een simulatie bestaat voor een belangrijk deel uit gepara�
meteriseerde kansverdelingen� We laten in dit hoofdstuk vooral zien hoe
we trekkingen uit een bepaalde kansverdeling kunnen genereren� Hoofd�
stuk � is gericht op de �output�kant van een simulatiestudie� Hier laten
we zien waar we op moeten letten bij het interpreteren van de resultaten�
In hoofdstuk � laten we tenslotte een aantal veel gemaakte fouten de
revue passeren�

� Het construeren van een simulatiemodel

Voor de constructie van een simulatiemodel maken we gebruik van een
gereedschap dat ervoor zorgt dat de computer aan de hand van dit modelSimulatiegereedschappen
de in kaart gebrachte situatie na kan spelen� We kunnen hierbij onder�
scheid maken tussen twee soorten simulatiegereedschappen�

Simulatietalen Een simulatietaal is een programmeertaal die voorzien
is van speciale voorzieningen om het maken van een simulatiemodel
te vereenvoudigen� Voorbeelden van simulatietalen zijn SIMULA�
GPSS� SIMSCRIPT� SIMPAS� SIMON� MUST en GASP�



Simulatiepakketten Een simulatiepakket is een gereedschap dat voor
een bepaald toepassingsgebied over een set bouwstenen beschikt�
waardoor men in korte tijd� en meestal op een gra�sche manier�
een simulatiemodel kan maken� Voorbeelden van simulatiepakket�
ten die speciaal voor produktieprocessen zijn ontwikkeld� zijn� SIM�
FACTORY� WITNESS en TAYLOR�

Het voordeel van een simulatietaal is dat bijna elke situatie gemodelleerd
kan worden� Het nadeel is dat men gedwongen is om in termen van een
programmeertaal de situatie in kaart te brengen� Dit heeft tot gevolg
dat het maken van een model een tijdrovende bezigheid is en dat het
opgeleverde model weinig inzichtelijk is� Een simulatiepakket biedt de
mogelijkheid om in een korte tijd en op een inzichtelijke wijze een mo�
del te bouwen� Omdat men gedwongen is het model op te bouwen uit
kant�en�klare bouwstenen is het toepassingsgebied beperkt� Zodra men
buiten het speci�eke toepassingsdomein treedt� moet men veel moeite
doen om de situatie correct te modelleren� Vaak is het zelfs onmogelijk
om bijvoorbeeld een afwijkende besturing te modelleren�
In de afgelopen jaren zijn er ook enkele gereedschappen op de markt ge�
komen die de voordelen van een simulatietaal en een simulatiepakket pro�
beren te combineren� Voorbeelden zijn ExSpect� Design�CPN� Extend
en ARENA �voorheen SIMAN�CINEMA�� Deze gereedschappen koppe�
len een gra�sche ontwikkelomgeving aan een soort van programmeertaal
en bieden de mogelijkheid tot animatie� ExSpect en Design�CPN zijn ge�
baseerd op hoog�niveau Petri�netten waardoor er behalve simulatie ook
nog andere analyse�technieken gebruikt kunnen worden� Gereedschap�
pen als Extend en ARENA zijn gebaseerd op zelf ontwikkelde concepten
en daardoor ongeschikt voor verdere analyse� Doordat pakketten als Ex�
tend en ARENA over eigen �proprietary bouwstenen beschikken� is het
moeilijk simulatiemodellen tussen deze pakketten uit te wisselen� Stan�
daardisatie op basis van een formele beschrijvingswijze als hoog�niveau
Petri�netten zou de uitwisselbaarheid tussen de diverse gereedschappen
ten goede komen�

Het ontbreken van een algemeen geaccepteerde beschrijvingswijze maakt
het onmogelijk om voor al deze simulatiegereedschappen aan te geven op
welke wijze het model geconstrueerd moet worden� Wel is de fasering vanFasering
een simulatiestudie voor al deze gereedschappen min of meer hetzelfde�
In �guur � is de fasering van een typische simulatiestudie weergegeven�

Het simulatietraject start met een goede probleemstelling� Deze pro�Probleemstelling
bleemstelling geeft aan wat de doelstellingen van de simulatiestudie zijn�
Daarnaast wordt in de probleemstelling het proces dat onderzocht gaat
worden precies afgebakend� Op deze manier ligt vast wat wel en wat
niet tot het simulatiemodel zal behoren� De probleemstelling moet ook
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Figuur �� De fasering van een simulatiestudie�

aangeven welke vragen beantwoord moeten gaan worden� Bij voorkeur
gaat het hier om vragen die kwanti�ceerbaar zijn� De vraag� �Zijn de
klanten tevreden�� kan beter vervangen worden door vragen als� �Hoe
lang moeten de klanten gemiddeld wachten���

Na het opstellen van de probleemstelling vindt er een fase van modelvor�
ming plaats� Deze modelvorming moet leiden tot een conceptueel model�Modelleren

Conceptueel model In het conceptuele model wordt aangegeven uit welke objecten het mo�
del bestaat en wat de samenhang is tussen de diverse objecten� In het
geval van de discotheek zijn de te onderscheiden objecten onder andere
de diverse personeelsleden� de diverse bars� de garderobe en de klanten�
Van al deze objecten worden de relevante kenmerken �eigenschappen�
geregistreerd� We kunnen hierbij onderscheid maken tussen kwalitatieve
kenmerken en kwantitatieve kenmerken� Voorbeelden van kwalitatieve
kenmerken zijn rijdisciplines �In welke volgorde worden de klanten ge�
holpen� bijvoorbeeld FIFO �First�In�First�Out� of LIFO �Last�In�First�
Out���� sequenties �Wat is de routering van een klant�� en beslisregels
�Wanneer gaat er een extra bar open��� Kwantitatieve kenmerken hebben
vooral betrekking op de capaciteit �Hoeveel klanten kunnen er tegelijk be�
diend worden�� en snelheid �Hoelang duurt de bediening van �e�en klant��
van objecten� Indien we te maken hebben met objecten die tot dezelfde
klasse behoren� dan beschrijven we deze kenmerken voor de gehele klasse



�eventueel geparameteriseerd�� Om met name de verbanden tussen de
diverse objecten of objectklassen weer te geven� wordt vaak gebruik ge�
maakt van een tekentechniek om �delen van� het model gra�sch weer te
geven� We kunnen hierbij denken aan toestandsdiagrammen� data�ow�
diagrammen of �owdiagrammen speci�ek voor simulatiedoeleinden�
Tijdens de constructie van het conceptuele model komen waarschijnlijk
een aantal vaagheden en tegenstrijdigheden in de probleemstelling boven
water� Ook kunnen er tijdens de modelvorming nieuwe vragen opduiken
die men met de simulatiestudie wil beantwoorden� In beide gevallen zal
de probleemstelling bijgesteld moeten worden�

Nadat het� op basis van het conceptuele model� duidelijk is hoe het simu�
latiemodel eruit moet zien� is de realisatie�fase aangebroken� In deze faseRealiseren
moet het conceptuele model afgebeeld worden op een executeerbaar mo�
del� Het executeerbare model is een model dat door de computer zonderExecuteerbaar model
menselijke tussenkomst nagespeeld kan worden� Hoe dit model gereali�
seerd dient te worden� hangt sterk af van het simulatiegereedschap dat
gebruikt wordt� In het geval van een simulatietaal� is er sprake van een
echte implementatie�fase� In het geval van een simulatiepakket dat past
bij de probleemstelling� betreft het slechts de instelling van een aantal
parameters� Bij het gebruik van een simulatiegereedschap gebaseerd op
een formeel executeerbaar model �bijvoorbeeld Petri�netten� vallen de
modelleringsfase en de realisatie�fase feitelijk samen�

Op het moment dat men beschikt over een executeerbaar model� moet het
model nog correct bevonden worden� In de eerste plaats moet het model
geveri�eerd worden� Veri�catie van het model is nodig om te onderzoekenVeri�catie
of het model nog logische of statistische fouten bevat� We kunnen hierbij
denken aan programmeerfouten of aan verkeerde parameterinstellingen�
Voor veri�catiedoeleinden kunnen kleine proefruns met de hand nage�
speeld worden om te kijken of de resultaten kloppen� ook kan men het
model een stress�test laten ondergaan� In de stress�test wordt het model
aan een aantal extreme situaties blootgesteld� We kunnen bijvoorbeeld
meer klanten aan laten komen dan dat er bediend kunnen worden� In
dat geval zullen de gemeten wachttijden gaandeweg sterk toe moeten ne�
men� Sommige gereedschappen ondersteunen meer geavanceerde vormen
van veri�catie� Met behulp van een op Petri�netten gebaseerd simulatie�
tool� kan men bijvoorbeeld allerlei logische eigenschappen van het model
bewijzen� Men kan bijvoorbeeld bepaalde behoudswetten �het aantal per�
soneelsleden is constant� en andere logische eigenschappen �afwezigheid
van deadlock� a�eiden�
Behalve veri�catie is ook validatie van het model noodzakelijk� DoorValideren
middel van validatie wordt nagegaan of het simulatiemodel een correcte
weergave van de werkelijkheid is� In het geval dat men een bestaande



situatie simuleert� kan men de resultaten van een simulatierun vergelij�
ken met waarnemingen uit de werkelijkheid� In dat geval wordt gebruik
gemaakt van historische data� Ook als het simulatiemodel een nog te re�
aliseren situatie betreft� kan men de simulatieresultaten vergelijken met
de resultaten die men verwacht op basis van eenvoudige berekeningen�
Veri�catie en validatie kunnen leiden tot aanpassingen van het execu�
teerbare simulatiemodel� Het is zelfs mogelijk dat vernieuwde inzichten
leiden tot een aanpassing van de probleemstelling en�of het conceptuele
model� Nadat het simulatiemodel correct bevonden is spreken we ook
wel over een gevalideerd model�Gevalideerd model

Uitgaande van het gevalideerde model� kunnen experimenten uitgevoerdExperimenteren
worden� Deze experimenten moeten zo uitgevoerd worden dat er op
een zo e�ci	ent mogelijke wijze betrouwbare resultaten bereikt worden�Resultaten simulatie
Er moeten in dit stadium bijvoorbeeld beslissingen genomen worden die
betrekking hebben op het aantal simulatieruns en de lengte van elke run�

De simulatieresultaten moeten ge	�nterpreteerd worden voordat er eenInterpreteren
terugkoppeling naar de probleemstelling plaats kan vinden� Voor de di�
verse metingen die tijdens de simulatie verzameld zijn� moeten betrouw�
baarheidsintervallen opgesteld worden� Ook moeten de resultaten ver�
taald worden naar antwoorden op de vragen in de probleemstelling� Van
elke antwoord moet duidelijk zijn wat de betrouwbaarheid is� Dit al�
les wordt samengevat in een eindrapport met antwoorden en oplossingenAntwoorden en op�

lossingen voor vraagstukken uit de probleemstelling�

In �guur � zien we dat er vele terugkoppelingen mogelijk zijn� In de
praktijk is het zelfs zo dat vele fases min of meer gelijktijdig uitgevoerd
worden� Met name het experimenteren en het interpreteren van de re�
sultaten zal in veel gevallen hand�in�hand gaan�

Bij het opstellen van �guur � zijn we ervan uitgegaan dat er sprake is
van �e�en simulatiemodel� In de praktijk is dit zelden het geval omdat we
meestal een aantal alternatieve situaties met elkaar willen vergelijken� InAlternatieven
dat geval is er dus sprake van meerdere simulatiemodellen waarvan de
bijbehorende simulatieresultaten met elkaar vergeleken worden� Een veel
voorkomende situatie is de volgende� uitgaande van een bestaande situ�
atie heeft men een aantal verbeteringen op het oog die men door middel
van simulatie met elkaar wil vergelijken� In dat geval wordt er eerst een
model van de huidige situatie gemaakt� Voor dit model worden de fa�
ses uit �guur � doorlopen� Daarna wordt het model aangepast zodanig
dat het model een mogelijke toekomstige situatie voorstelt� In dat geval
kunnen de fases uit �guur � in een versneld tempo uitgevoerd worden�
We spreken in dit verband ook wel over een what�if analyse� HetzelfdeWhat�if analyse



doen we voor de andere alternatieven� Op basis van deze what�if analy�
ses kunnen we de verschillende alternatieven met elkaar vergelijken� Deze
eindresultaten kunnen we gebruiken om vast te stellen of we de huidige
situatie willen veranderen� Zo ja� dan kunnen we ook aangeven wat de
meest succesvolle aanpassing lijkt�

In �guur � zijn we ook voorbij gegaan aan het feit dat er bij een simu�
latiestudie verschillende personen betrokken kunnen zijn� In de eerste
plaats hebben we te maken met de gebruiker� d�w�z� de persoon of deGebruiker
afdeling die met een probleem zit dat men door middel van simulatie
wil onderzoeken� In de tweede plaats is er een systeemanalist die ervoorSysteemanalist
moet zorgen dat er een heldere probleemstelling op papier komt� Ver�
der maakt de systeemanalist het conceptuele model� Afhankelijk van
het gereedschap dat gebruikt wordt� kan het zijn dat de systeemana�
list ondersteund wordt door een programmeur om het simulatiemodel teProgrammeur
realiseren� Wie de experimenten uitvoert� hangt sterk af van het aan�
tal simulaties� Betreft het simulaties die regelmatig uitgevoerd worden�
dan lijkt een gebruiker de aangewezen persoon� Betreft het een simula�
tiestudie in het kader van een �e�enmalige strategische beslissing� dan is
de systeemanalist of de programmeur de aangewezen persoon� Voor de
correcte interpretatie van de simulatieresultaten is het van groot belang
dat hier personen met voldoende kennis van de statistische aspecten van
simulatie betrokken zijn�

Omdat de gebruiker over het algemeen niet diegene is die het simula�
tiemodel maakt� is het van groot belang dat de gebruiker en de bouwers
�d�w�z� de systeemanalist en de programmeur� op �e�en lijn zitten� Het uit�
eindelijke model moet passen bij het model dat de gebruiker in gedachten
had� Een manier om dit proces te ondersteunen is het gebruik van anima�
tie� Animatie is het met behulp van een simulatiemodel gra�sch naspelenAnimatie
van de gemodelleerde situatie� We kunnen hierbij denken aan bewegende
objecten op het scherm die ook van vorm kunnen veranderen� Op deze
manier kan een soort van �teken�lm gemaakt worden die aansluit bij
de belevingswereld van de gebruiker� Ook al is animatie een bruikbaar
gereedschap voor bijvoorbeeld de validatie van het model samen met de
gebruiker� toch moet het met de nodige voorzichtigheid toegepast wor�
den� Juist een mooie animatie kan de gebruiker een onterecht gevoel van
vertrouwen in het model geven� waardoor de uiteindelijke kwantitatieve
resultaten voetstoots aangenomen worden�

In de rest van dit handboek richten we ons vooral op de statistische aspec�
ten van het uitvoeren simulatie�experimenten� In �guur � is schematisch
aangegeven wat de invoer en uitvoer van een simulatie�experiment is� De
invoer bestaat uit een executeerbaar simulatiemodel en random trekkin�
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Figuur �� De invoer en uitvoer van een simulatie�experiment�

gen uit diverse geparameteriseerde kansverdelingen� De uitvoer bestaat
uit simulatieresultaten� In hoofdstuk � richten we ons op de random
trekkingen die nodig zijn om te experimenteren� In hoofdstuk � richten
we ons op de verwerking van de simulatieresultaten�

� Trekkingen uit verdelingen

��� Random en pseudo�random getallen

In essentie komt een simulatie�experiment neer op het domweg naspelen
van een gemodelleerde situatie� Om deze situatie na te kunnen spelen
met behulp van een computermodel� moeten we aannames maken ten
aanzien van het gemodelleerde systeem zelf� maar ook ten aanzien van
de omgeving waarin dit model opereert� Omdat we bepaalde zaken nietOmgeving
in detail kunnen of willen modelleren� zoeken we onze toevlucht in het
toeval� Omdat we bijvoorbeeld niet weten wanneer en hoeveel klantenToeval
het postkantoor betreden� maar wel een idee van het gemiddelde en de
spreiding hebben� laten we de computer schijnbaar willekeurige trekkin�
gen uit �e�en of andere kansverdeling doen� Omdat de computer van nature
een deterministisch apparaat is� zijn er technieken ontwikkeld om zoge�
naamde pseudo�random getallen te genereren�Pseudo�random getal

Een random generator is een stukje software dat pseudo�random getallenRandom generator
produceert� We spreken over pseudo�random getallen omdat de computer
een deterministisch algoritme gebruikt om deze getallen te genereren� De
meeste random generatoren genereren pseudo�random getallen tussen �
en �� Omdat elke waarde tussen � en � even waarschijnlijk is zeggen
we ook wel dat de gegenereerde getallen uniform verdeeld zijn over het
interval tussen � en �� Het hangt van de random generator af of � en �
zelf ook tot de mogelijke uitkomsten behoren� Omdat de kans op precies
� of precies � gelijk is aan � �in theorie�� is dit echter niet relevant�
De meeste random generatoren genereren een reeks pseudo�random ge�



tallen Xi

m
volgens het voorschrift�

Xn � �aXn�� � b� modulo m

Voor elke i is Xi een getal uit de verzameling f�� �� �� � � � �m � �g en
Xi

m
komt overeen met een trekking uit een uniforme verdeling tussen �

en �� De getallen a� b en m worden zo gekozen dat de reeks niet of
nauwelijks van �echte random getallen onderscheiden kunnen worden�
Zo moet de reeks Xi elk getal van de getallen �� �� �� � � � �m� � een keer
aandoen� Verder moet m zo gekozen zijn dat de getallen Xi nog net
gerepresenteerd kunnen worden in de computer� Er zijn diverse tests om
de kwaliteit van een random generator te controleren �cf�  �� ��� ��� �!��

� frequency test

� correlation test

� run test

� gap test

� poker test

Een goede random generator voor een ���bit computer is�

Xn � ��
��Xn�� modulo ���� � ��

D�w�z� a � ��
��� b � � en m � ��� � �� Voor een ���bit machine is�

Xn � ����Xn�� modulo ���� � ���

een goede keuze�

Het eerste getal in de reeks �X�� moet steeds gekozen worden� Dit eer�
ste getal noemen we het seed� Het seed dient als uitgangspunt voor deSeed
te genereren reeks random getallen� Bij het gebruik van een goede ran�
dom generator levert elk seed een andere reeks randomgetallen op� Soms
kiest de computer zelf het seed �bijvoorbeeld op basis van de systeem�
klok�� Het verdient echter de voorkeur dat de gebruiker zelf bewust kiest
voor een bepaald seed� Op deze manier is het ook mogelijk om later een
simulatie�experiment te reproduceren� De reproduceerbaarheid van eenReproduceerbaarheid
simulatie�experiment is belangrijk op het moment dat men een onver�
wacht verschijnsel nader wil onderzoeken�

Omdat de meeste simulatietalen en pakketten een goede tot redelijke
random generator beschikbaar hebben� kunnen we het genereren van
pseudo�random getallen als een black�box beschouwen� Toch is enige
voorzichtigheid geboden� pseudo�random getallen zijn per de�nitie niet



random� �Er wordt immers een deterministisch algoritme gebruikt om ze
te genereren�� Daarom is het aan te bevelen om slechts �e�en generator te
gebruiken en zorgvuldig om te gaan met de keuze van het seed�
Ter illustratie van potenti	ele gevaren ten aanzien van het gebruik van
random generatoren noemen we nog twee bekende valkuilen�
De eerste fout die wel eens gemaakt wordt� is het gebruik van de zo�
genaamde �lagere orde bits van een random reeks� Indien een random
generator bijvoorbeeld het getal ������������ produceert� dan is het eer�
ste deel �d�w�z� de hogere orde bits� �������� van betere kwaliteit dan het
tweede deel �d�w�z� de lagere orde bits� ������� In het algemeen vertonen
de minst signi�cante cijfers een duidelijk cyclisch gedrag�
Een andere� vaak voorkomende fout is het dubbel gebruiken van een
random getal� In een simulatie kan bijvoorbeeld de fout optreden dat
een random getal in sommige gevallen meerdere malen gebruikt wordt
voor het genereren van een trekking uit een kansverdeling� Op deze
wijze sluipen er afhankelijkheden in het model die in de werkelijkheid
niet aanwezig zijn� en op die manier tot zeer onbetrouwbare resultaten
leiden�

��� Enkele verdelingen

Het komt slechts zelden voor dat we random getallen nodig hebben die
uniform tussen � en � verdeeld zijn� Afhankelijk van de simulatie die we
uit willen voeren hebben we trekkingen uit uiteenlopende kansverdelingenKansverdeling
nodig �bijvoorbeeld� normale� negatief�exponenti	ele� gamma� Poisson of
binomiale verdeling�� Een kansverdeling speci�ceert welke waarden er
mogelijk zijn en de waarschijnlijkheid van elke waarde� d�w�z� gegeven
een kansverdeling ligt de kans op een bepaalde trekking vast�Kans

Om het praten over kansverdelingen en trekkingen uit kansverdelingen
wat te vergemakkelijken� introduceren we de term stochastische groot�
heid� kortweg stochast genoemd �Engels� random variable�� Een stochastStochastische groot�

heid X is een variable die met een bepaalde kans bepaalde waarden aan kan
nemen� Het werpen van een dobbelsteen kunnen we bijvoorbeeld model�
leren door middel van een stochast X die de waarden �� �� �� �� � en
� aan kan nemen� De kans op het werpen van �e�en bepaalde waarde uit
deze verzameling is gelijk aan �

� � Dit noteren we ook wel als volgt�

IP X � a! �

�
�
�

indien a � f�� �� �� �� �� �g
� anders

Gegeven een stochast X kunnen we spreken over de verwachting en deVerwachting
variantie van X� De verwachting van X� genoteerd als IE X!� is het teVariantie

IE X! verwachten gemiddelde van een groot aantal trekkingen uit X� We spre�
ken daarom ook wel over het gemiddelde van X� De variantie� genoteerd



als Var X!� is een maat voor de gemiddelde afwijking van het gemiddeldeVar X!
�d�w�z� de verwachting� van X� Indien X een hoge variantie heeft zullen
de trekkingen voor een belangrijk deel ver van het gemiddelde liggen�
Een lage variantie geeft aan dat trekkingen over het algemeen dicht bij
het gemiddelde liggen� De verwachting van een stochast �IE X!� note�
ren we vaak met de letter �� de variantie �Var X!� noteren we als ���
De relatie tussen verwachting en variantie is weergegeven in de volgende
gelijkheid�

Var X! � IE �X � ���! � IE X�!� ��

Omdat Var X! de verwachting van het kwadraat van de afwijking van het
gemiddelde is� is de wortel van Var X! een betere maat voor de afwijking

van het gemiddelde� Daarom noemen we � �
q

Var X! de standaardaf�
wijking van X� Hoe groter � wordt� hoe groter de afwijkingen van hetStandaardafwijking
gemiddelde� Indien de standaardafwijking van X groot is ten opzichte
van het gemiddelde� dan zeggen we ook wel dat X wild verdeeld is� Voor
meer details verwijzen we naar appendix A en de lijst met referenties�

In deze sectie laten we een aantal veelvuldig gebruikte kansverdelingen
de revue passeren� We beginnen met een aantal discrete kansverdelingen�

����� Bernoulli�verdeling

Laat X een stochast zijn welke verdeeld is volgens een Bernoulli�verdelingBernoulli�verdeling
met parameter p� In dit geval�p

IP X � �! � �� p en IP X � �! � p

De verwachting IE X!� d�w�z� de gemiddelde waarde� is p� De variantie
Var X! is gelijk aan p�� � p��

����� Discrete homogene verdeling

Een stochast X is verdeeld volgens een discrete homogene verdeling metHomogene verdeling
ondergrens a en bovengrens b� indien elke gehele waarde tussen a en ba� b
even waarschijnlijk is en de kans op een waarde kleiner dan a of groter dan
b gelijk aan � is� De ondergrens a en bovengrens b zijn gehele getallen�
In dit geval is de kans op een bepaalde waarde k gelijk aan�

IP X � k! �

�
�

�b�a��� indien k � fa� a� �� a � �� � � � � b� �� bg
� anders

Het werpen van een dobbelsteen komt dus overeen met een trekking uit
een discrete homogene verdeling met ondergrens � en bovengrens �� De
verwachting �IE X!� is gelijk aan a�b

� � De variantie �Var X!� is gelijk aan
�b�a���b�a����

��
�



����� Binomiale verdeling

Stel we voeren n experimenten uit� Per experiment is de kans op succes
gelijk aan p� Wat is nu de kans op een bepaald aantal successen� Dit
modelleren we door middel van een binomiale verdeling met parametersBinomiale verdeling
n en p� Stel X is binomiaal verdeeld met parameters n en p� Voorn� p
x � f�� �� � � � � ng geldt dan het volgende�

IP X � k! �

�
n
k

�
pk��� p�n�k

Het werpen van �� geldstukken op een tafel en het daarna tellen van het
aantal geldstukken met munt boven� komt dus overeen met een trekking
uit een binomiale verdeling met parameters n � �� en p � ���� De
verwachting is gelijk aan np� De variantie is gelijk aan np�� � p�� Een
speciaal geval van de binomiale verdeling is de Bernoulli�verdeling �n �
���

����� Geometrische verdeling

Stel we herhalen een experiment met slagingskans p totdat we voor de
eerste keer succes hebben� Het aantal experimenten dat nodig is om het
eerste succes te hebben is een trekking uit een geometrische verdelingGeometrische verde�

ling met parameter p� Stel X is geometrisch verdeeld met parameter p� dan
p is voor voor elk positief geheel getal k�

IP X � k! � �� � p�k��p

De verwachting is gelijk aan �
p
� De variantie is gelijk aan ��p

p�
� Deze

verdeling wordt ook wel de Pascal�verdeling genoemd�

����� Poisson�verdeling

De Poisson�verdeling is sterk verbonden met de negatief�exponenti	elePoisson�verdeling
verdeling die we later tegen zullen komen� Indien de tijd tussen twee
opeenvolgende aankomsten van een klant in een supermarkt verdeeld is
volgens een negatief�exponenti	ele verdeling met parameter �� dan is het
aantal klanten dat per tijdseenheid de supermarkt binnenkomt Poisson
verdeeld met parameter ���
Stel X is Poisson verdeeld met parameter �� dan geldt voor elk natuurlijk
getal k�

IP X � k! � e��
�k

k�

De verwachting �IE X!� is gelijk aan �� De variantie �Var X!� is ook gelijk
aan ��
Beschouw een supermarkt waar klanten volgens een negatief�exponenti	ele
verdeling binnenkomen� De gemiddelde tijd tussen twee aankomsten is ��



minuten ����� uur�� dat wil zeggen � � �
���� � �� Het aantal aankomsten

per uur is Poisson verdeeld met parameter � � �� Het gemiddeld aantal
aankomsten is dus gelijk aan �� Ook de variantie is gelijk aan ��

We vervolgen deze sectie met de beschrijving van een aantal continue
verdelingen� In tegenstelling tot een discrete verdeling kunnen we nu
niet spreken over de kans op een bepaalde waarde �IP X � k!�� �De kans
op een bepaalde waarde is per de�nitie gelijk aan ��� Wel kunnen we
spreken over de kansdichtheid� De kansdichtheid is een maat voor deKansdichtheid
relatieve waarschijnlijkheid van een bepaalde waarde�

����� Uniforme verdeling

De uniforme verdeling� ook wel homogene verdeling genoemd� is de meestUniforme verdeling
eenvoudige continue kansverdeling die denkbaar is� Tussen een onder�
grens a en een bovengrens b zijn alle waarden even waarschijnlijk� Stela� b
dat stochast X uniform verdeeld is met parameters a en b� De bijbeho�
rende kansdichtheid� fX�x� � �

b�a voor x tussen a en b �a � x � b�� In
�guur � is de uniforme verdeling voor a � � en b � � weergegeven� We
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Figuur �� De uniforme verdeling met parameters a � � en b � ��

kunnen in deze �guur inderdaad zien dat elke waarde tussen a en b even
waarschijnlijk is� De verwachting �IE X!� is gelijk aan a�b

� � De variantie

�Var X!� is gelijk aan �b�a��

�� �



����� Negatief�exponentiele verdeling

De negatief�exponenti�ele verdeling is een kansverdeling die vaak gebruiktNegatief�exponenti�ele
verdeling wordt om een bepaald aankomstproces te modelleren� De negatief�expo�

nenti	ele verdeling heeft �e�en parameter� �� Laat X een negatief�exponentieel�
verdeelde stochast zijn met parameter �� De bijbehorende kansdichtheid
is dan �x � ���

fX�x� � �e��x

In �guur � is deze kansdichtheid voor � � ���� � � ��� en � � ��� weer�
gegeven� De verwachting is gelijk aan �

�
� De variantie is gelijk aan �

��
�
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Figuur �� De negatief�exponenti	ele verdeling met parameter � � ����
� � ��� en � � ����

Indien een negatief�exponentieel verdeelde stochast X met parameter �
gebruikt wordt voor het modelleren van een aankomstproces� dan wordt
� ook wel de intensiteit van het aankomstproces genoemd� De stochastIntensiteit �
X wordt gebruikt om de tijd tussen twee opeenvolgende aankomsten te
modelleren� Hoe groter de intensiteit van het aankomstproces� d�w�z� hoe
groter �� hoe groter het gemiddeld aantal aankomsten per tijdseenheid�
Indien � � ��� dan is de verwachte tijd tussen twee opeenvolgende aan�
komsten gelijk aan ���� tijdseenheden� Het gemiddeld aantal aankomsten
per tijdseenheid is in dit geval dus gelijk aan ��� In het geval � � ���� is
de verwachte tijd tussen twee opeenvolgende aankomsten gelijk aan ����
tijdseenheden en het gemiddeld aantal aankomsten per tijdseenheid ����



����� Normale verdeling

De normale verdeling kent vele toepassingen� Deze verdeling wordt on�Normale verdeling
der andere gebruikt voor het modelleren van bewerkingstijden� response�
tijden� voorraadhoogten en transporttijden� Ook wordt de normale ver�
deling gebruikt voor het benaderen van andere verdelingen� Een normaal
verdeelde stochast X heeft twee parameters � en �� Voor een willekeurige�� �
x is de kansdichtheid als volgt gede�nieerd�

fX�x� �
�p

����
e
��x����

���

In tegenstelling tot de negatief�exponenti	ele verdeling kan deze stochast
ook negatieve waarden aannemen� In �guur � zien we voor een aantal
parameterwaarden de bijbehorende kansdichtheden� De kansdichtheden
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Figuur �� De normale verdeling met parameters � � ��� en � achtereen�
volgens �� ��� en ��

rond � zijn het hoogst� naarmate we verder van het gemiddelde komen
neemt de kansdichtheid af� Hoe kleiner � hoe sneller de kansdichtheid
afneemt� d�w�z� bij een kleine waarde van � is een waarde rond � erg
waarschijnlijk� De verwachting �IE X!� is gelijk aan �� De variantie
�Var X!� is gelijk aan ���
Indien � � � en � � � dan spreken we over een standaard�normale
verdeling� Indien Y een standaard�normaal verdeelde stochast� dan isStandaard�normale

verdeling X � � � �Y een normaal verdeelde stochast met parameters � en ��
Omgekeerd geldt iets soortgelijks� Indien X een normaal verdeelde sto�



chast met parameters � en �� dan is Y � X��
�

een standaard�normaal
verdeelde stochast�

Indien we een normaal verdeelde stochast gebruiken voor het modelleren
van een bepaalde tijdsduur �bijvoorbeeld een bewerkingstijd� responsetijd
of transporttijd�� dan moeten we rekening houden met het feit dat deze
stochast ook negatieve waarden aan kan nemen� In het algemeen zijn
negatieve tijdsduren niet mogelijk� Om dit te voorkomen kunnen we
bijvoorbeeld een nieuwe trekking doen in het geval dat een bepaalde
trekking een negatieve waarde oplevert� Merk op dat dit gevolgen heeft
voor het gemiddelde en de variantie� Deze oplossing is dus alleen aan te
raden indien de kans op een negatieve waarde heel klein is� Als vuistregel
kunnen de volgende regel aanhouden� �Indien � � �� � � kunnen we
de gegenereerde negatieve waarden overslaan��� �De kans dat er een
negatieve waarde gegenereerd wordt� onder de voorwaarde dat ���� � ��
is kleiner dan �������

����	 Gamma�verdeling

Een kenmerk van de normale verdeling is het feit dat deze verdeling
symmetrisch is� In de praktijk komt het echter vaak voor dat we een
verdeling willen hebben die �scheef is� d�w�z� de kansdichtheden onder het
gemiddelde zijn duidelijk anders verdeeld dan de kansdichtheden boven
het gemiddelde� Is dit het geval dan ligt een gamma�verdeling voor deGamma�verdeling
hand� Een stochast X is is gamma�verdeeld met parameters r � � en
� � � indien voor alle x � ��r� �

fX�x� �
���x�r�� e��x

"�r�

�De functie "�r� is de zogenaamde gamma�functie�� In de �guren �� � en

 zijn voor een aantal parameterwaarden de bijbehorende kansdichtheden
weergegeven� In deze �guren is duidelijk te zien dat de gamma�verdeling�
afhankelijk van de parameterwaarden� vele verschijningsvormen heeft�
Indien r kleiner of gelijk aan � is� is de fX een monotoon dalende functie�
Waarden dicht bij � zijn in dat geval het meest waarschijnlijk� Indien
r � � stijgt de functie eerst tot een maximum� om daarna monotoon
te dalen� De parameter r bepaalt dus de vorm van de verdeling� De
parameter � bepaalt de �uitgestrektheid van de verdeling� Hoe groter �
hoe groter de kans op een waarde dicht bij �� De verwachting �IE X!� is
gelijk aan r

�
� De variantie �Var X!� is gelijk aan r

��
�

De modus van een kansverdeling is de waarde waarvoor de kansdichtheidModus
maximaal is� d�w�z�m is de modus van een X indien voor elke x� fX�m� �
fX�x�� De modus van een gamma�verdeelde stochast X hangt af van r
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Figuur 
� De gamma�verdeling met parameter � � � en r achtereenvol�
gens �� ��� en ��

en �� Indien r � �� dan is � de meest waarschijnlijke waarde� d�w�z� de
modus van X is gelijk aan �� Indien r � �� dan is de modus gelijk aan r��

�
�

Een speciaal geval van de gamma�verdeling is de negatief�exponenti	ele
verdeling �r � ���

������ Erlang�verdeling

De Erlang�verdeling is een speciaal geval van de gamma�verdeling� EenErlang�verdeling
gamma�verdeling waarbij de parameter r geheeltallig is� noemen we ook
wel een Erlang�verdeling� Een stochast die Erlang verdeeld is met pa�
rameters r �geheeltallig� en � kunnen we beschouwen als de som van kr� �
onafhankelijke� negatief�exponentieel verdeelde stochasten met parame�
ter �� Stel X is Erlang�verdeeld met parameters r en �� dan�

fX�x� �
���x�r�� e��x

�r � ���

In �guur � is voor een aantal waarden van r en � de functie fX weerge�
geven� De verwachting is gelijk aan r

�
� De variantie is gelijk aan r

��
�

������ ���verdeling

De ���verdeling is ook een speciaal geval van de gamma�verdeling� Een���verdeling
���verdeling heeft maar �e�en parameter v� Deze v is een positief geheel
getal en stelt het aantal vrijheidsgraden voor� Een stochast X die ���Vrijheidsgraden v
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verdeeld is met v vrijheidsgraden komt overeen met een stochast die
gamma�verdeeld is met parameters r � v

� en � � �
� � In �guur �� is voor

een aantal waarden van v de kansdichtheid weergegeven� De verwachting
is gelijk aan v� De variantie is gelijk aan �v� Er is ook een verband tussen
de normale verdeling en de ���verdeling� Laat X��X�� � � � �Xn onderling
onafhankelijke standaard�normaal verdeeld stochasten zijn� In dat geval
is de stochast X � X�

� �X�
� � � � ��X�

n precies ���verdeeld met parameter
v � n� De ���verdeling wordt vooral gebruikt bij �goodness�of��t�tests�

������ Beta�verdeling

De beta�verdeling is� net zoals de uniforme verdeling� verdeeld over eenBeta�verdeling
beperkt interval� We gebruiken deze dus op het moment dat we een
ondergrens en bovengrens aan kunnen geven� Een stochast X die beta�
verdeeld is heeft vier parameters a� b� r en s� De parameters a en b �a � b�a� b� r� s
stellen de onder� en bovengrens van de verdeling voor� De parameters r
�r � �� en s �s � �� bepalen de vorm van de kansverdeling� Voor elke x
�a � x � b� is de kansdichtheid als volgt gede�nieerd�

fX�x� �
�

b� a

"�r � s�

"�r�"�s�

�
x� a

b� a

�r�� �b� x

b� a

�s��

Indien a � � en b � � spreken we over een standaard�beta�verdeling� InStandaard�beta�
verdeling de �guren ��� �� en �� zijn� uitgaande van een standaard�beta�verdeling�

voor een aantal waarden van r en s de bijbehorende kansdichtheden af�
gebeeld� Zoals we in deze �guren kunnen zien� is de beta�verdeling een
zeer veelzijdige kansverdeling� Indien r en s gelijk aan � zijn is X homo�
geen verdeeld met parameters a en b� Hoe groter r ten opzichte van s is�
hoe groter de kans op een waarde die dicht bij b ligt� Hoe groter s ten
opzichte van r is� hoe groter de kans op een waarde die dicht bij a ligt�
Indien r kleiner dan �� dan is de kansdichtheid dicht bij a groot� Indien
s kleiner dan �� dan is de kansdichtheid dicht bij b groot� Indien r en s
beiden groter dan � zijn� ligt de modus �d�w�z� maximale kansdichtheid�
ergens tussen a en b� De verwachting is gelijk aan�

IE X! � a� �b� a�
r

r � s

De variantie is gelijk aan�

Var X! �
rs�b� a��

�r � s���r � s � ��

Een beta�verdeling is �scheef �d�w�z� niet symmetrisch� op het moment
dat r �� s� Het is daarom ook zeker niet altijd het geval dat de meest
waarschijnlijke waarde �d�w�z� de modus� gelijk is aan de verwachting�
Indien r � � en s � � is de modus gelijk aan a � �b � a� r��

r�s�� � Indien
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r � �� dan is er bij a sprake van een maximum� Is s � �� dan wordt er
een maximale kansdichtheid bereikt bij b�
Stel we willen een standaard�beta�verdeling met een verwachting � en
een variantie ��� In dat geval moeten we r en s als volgt kiezen�

r �
����� ��

��
� �

s �
��� ����

��
� ��� ��

Dit is alleen mogelijk indien voldaan is aan de volgende voorwaarde�

�� � ���� ��

Omdat elke trekking tussen � en � ligt� is de variantie naar boven be�
grensd �kleiner dan ������
Om een stochast Y te construeren met ondergrens a� bovengrens b� ver�
wachting � en variantie ��� kan men uitgaan van een stochast X welke
standaard beta�verdeeld is met verwachting ��a

b�a en variantie ��

�b�a�� � Sto�

chast Y kunnen we dan als volgt de�ni	eren� Y � �b� a�X � a�

Een bekende toepassing van de beta�verdeling is het gebruik van deze
verdeling in PERT �Program Evaluation and Review Technique�� PERTPERT
is een techniek die door projectmanagers gebruikt wordt om uitspraken
te doen over de doorlooptijd van een project� PERT houdt van iedere
activiteit drie gegevens bij over de duur van deze activiteit�



�i� een optimistische schatting �d�w�z� een ondergrens��

�ii� een pessimistische schatting �d�w�z� een bovengrens��

�iii� een schatting van de meest waarschijnlijke tijdsduur �modus��

Indien we de duur van een zon activiteit modelleren door middel van een
beta�verdeling� gebruiken we de eerste twee gegevens om de parameters
a en b vast te stellen� Indien c de meest waarschijnlijke waarde is� dan
worden de parameters r en s zodanig ingesteld dat de verwachting en
variantie de volgende waarden aannemen�

� �
a � �c � b

�

�� �
�b� a��

��

Gegeven een onder� en bovengrens ligt de variantie dus vast�

� Verwerken van de resultaten

Omdat we simulatie willen gebruiken om inzicht te krijgen in de hui�
dige of toekomstige situatie� moeten we tijdens de simulatie bepaalde
zaken meten� Stel dat een bank de aanschaf van een nieuwe geldauto�
maat overweegt� Door middel van simulatie wil men inzicht krijgen in
de wachttijden en het storingsgedrag� In de simulatie moeten we dus
wachttijden en storingen registreren� In deze sectie laten we zien hoe we
op basis van een simulatiestudie uitspraken kunnen doen over dit soort
grootheden�

��� Gemiddelde en variantie

Tijdens de simulatie worden er steeds waarnemingen gedaan� We kun�Waarneming
nen hierbij bijvoorbeeld denken aan een wachttijd� een doorlooptijd� een
bewerkingsduur� een voorraadhoogte of een aantal�
Een speler werpt �� keer met een dobbelsteen� Achtereenvolgens wordenvoorbeeld

de volgende waarnemingen gedaan� �� �� �� �� �� �� �� �� � en �� In
dit geval komt een waarneming dus overeen met het aantal ogen van de
dobbelsteen�
In het algemeen is met niet ge	�nteresseerd in afzonderlijke waarnemingen�
Meestal wil men een simulatie gebruiken om een indruk te krijgen van
een bepaalde grootheid� Men wil bijvoorbeeld een uitspraak doen over
de gemiddelde doorlooptijd van een order�
Stel dat we k opeenvolgende waarnemingen doen� Deze noemen we
x�� x�� ���xk� Deze waarnemingen noemen we ook wel een steekproef�



Het gemiddelde van een aantal waarnemingen noemen we ook wel het
steekproefgemiddelde� Het steekproefgemiddelde van x�� x�� ���xk noterenSteekproefgemiddelde
we door x� x vinden we door de waarnemingen op te tellen en te delen
door k�

x �

Pk
i	� xi
k

Merk op dat het steekproefgemiddelde een schatting van het werkelijke
gemiddelde is�
De variantie van een aantal waarnemingen noemen we ook wel de steek�
proefvariantie� Deze variantie is een maat voor de afwijking van hetSteekproefvariantie
gemiddelde� Hoe kleiner de variantie hoe dichter de waarnemingen bij
het gemiddelde zullen liggen� De steekproefvariantie s� vinden we met
behulp van de volgende formule�

s� �

Pk
i	��xi � x��

k � �

Deze formule kunnen we herschrijven tot�

s� �
�
Pk

i	� xi
��� �

k

�Pk
i	� xi

��
k � �

Indien we tijdens een simulatie ��� het aantal waarnemingen k� ��� de som
van alle waarnemingen

Pk
i	� xi en ��� de som van de kwadraten van alle

waarnemingen
Pk

i	� xi
� bijhouden� kunnen we het steekproefgemiddelde

en de steekproefvariantie vaststellen� De wortel van de steekproefvari�
antie s �

p
s� wordt ook wel de steekproefstandaardafwijking genoemd�Steekproefstandaard�

afwijking Over het algemeen geeft de standaardafwijking s een betere indruk van
de afwijkingen van het gemiddelde dan de steekproefvariantie s��
Behalve het gemiddelde en de variantie van een steekproef� kunnen we
ook spreken over de mediaan van k waarnemingen x�� x�� � � � � xk� DeMediaan
mediaan is de waarde van de waarneming die in het �midden ligt nadat
we de waarnemingen op waarde gesorteerd hebben� Merk op dat we
alleen kunnen spreken over de �middelste waarneming indien het aantal
waarnemingen oneven is� In het geval van een even aantal waarnemingen
nemen we het gemiddelde van de twee waarnemingen in het midden� Om
na a�oop van een simulatie�experiment de mediaan te berekenen� moeten
we alle waarnemingen opslaan en sorteren�
In een simulatie�experiment worden de volgende wachttijden geregis�voorbeeld

treerd� ���� ���� ���� ��
� ���� ���� ��
� ���� ��� en ���� Uitgaande van
de steekproef kunnen we het steekproefgemiddelde en de steekproefvari�
antie bepalen� Het steekproefgemiddelde is ���� en de steekproefvariantie
is ����
� De mediaan is ����



��� Subruns en voorlooprun

Gegeven een simulatie�experiment� kunnen we op een vrij eenvoudige
wijze vaststellen wat het steekproefgemiddelde en de steekproefvariantie
van een bepaalde grootheid zijn� Het steekproefgemiddelde kunnen we
als schatting gebruiken voor de verwachte waarde van deze grootheid
�bijvoorbeeld wachttijd�� Helaas is op basis van �e�en enkel getal voor
het steekproefgemiddelde niet af te leiden wat de betrouwbaarheid van
het systeem is� Dit is de reden dat een simulatie�experiment bestaat
uit een aantal deel�experimenten �subruns� die het mogelijk maken om
uitspraken te doen over de betrouwbaarheid van de simulatieresultaten�

����� Noodzaak

Laten we als voorbeeld een postkantoor nemen met �e�en loket� Klan�voorbeeld

ten komen het postkantoor volgens een Poisson�proces met intensiteit

 binnen� De tijd tussen twee opeenvolgende klanten is dus negatief�
exponentieel verdeeld met een gemiddelde van ����� uur ���� minuten��
Ook de bedieningstijd is negatief�exponentieel verdeeld� De gemiddelde
bedieningstijd is ��� uur �� minuten�� De vraag is nu wat de gemiddelde
wachttijd van klanten is�
Op basis van een simulatie�experiment waarin de wachttijden van ����
opeenvolgende klanten geregistreerd vinden we een gemiddelde wacht�
tijd van bijvoorbeeld ���� uur �ongeveer �� minuten�� �Het betreft hier
het resultaat van een daadwerkelijk uitgevoerd simulatie�experiment��
De verwachte wachttijd kunnen we in dit geval echter ook berekenen
door middel van een wiskundige formule� �Het betreft hier een M�M���
wachtrij� zie appendix C�� Deze geeft aan dat de verwachte wachttijd ge�
lijk is aan ���� uur �� minuten�� De schatting gebaseerd op het simulatie�
experiment wijkt dus behoorlijk af van de werkelijke te verwachten wacht�
tijd�

We hebben dus behoefte aan een mechanisme om erachter te komen
wat de betrouwbaarheid van een bepaald resultaat is� Men zou kunnen
denken dat de steekproefvariantie hier een direct antwoord op kan geven�
Dit is echter niet het geval omdat de steekproefvariantie op basis van de
wachttijden van ���� opeenvolgende klanten slechts een schatting is van
de gemiddelde afwijking van de gemiddelde wachttijd� Een manier om
dit wel voor elkaar te krijgen is de introductie van subruns� In plaatsSubruns
van �e�en lange simulatierun voeren we een aantal kleinere simulatieruns
uit waarvan we de resultaten met elkaar vergelijken�
Stel dat we in de plaats van �e�en lange simulatierun met ���� klanten�
�� opeenvolgende subruns met elk ��� klanten uitgevoerd hadden� In
tabel � is voor elk van deze subruns een afzonderlijk steekproefgemiddelde
weergegeven� Het gemiddelde over deze �� subruns is weer ongeveer



���� uur� Deze tabel laat duidelijk zien dat er grote verschillen zijn
tussen de diverse steekproefgemiddelden� De geschatte wachttijd loopt
uiteen van ���� uur tot ���� uur� Op basis van deze gegevens kunnen we
dus geen nauwkeurige schatting van de te verwachten wachttijd maken�
Door het simulatie�experiment op te delen in subruns hebben we dus een
indruk gekregen van de betrouwbaarheid� Later zullen we zien dat we de
betrouwbaarheid ook kunnen kwanti�ceren�

subrun gemiddelde
nummer wachttijd

� ����
� ����
� ����
� ����
� ����
� ����
� ����

 ���

� ����
�� ���


Tabel �� Het steekproefgemiddelde uitgesplitst per subrun�

����� Subruns en aanloopverschijnselen

In plaats van �e�en lange simulatierun maken we dus gebruik van een aantal
kleinere subruns� We moeten hierbij echter onderscheid maken tussen
twee situaties�

�i� Een stabiele situatie� d�w�z� de omstandigheden zijn constant� HetStabiele situatie
aankomstpatroon van bijvoorbeeld klanten is gedurende de hele
simulatie hetzelfde� Het is dus niet zo dat er structurele pieken
zijn� Ook zijn er geen opstart�e�ecten� we zijn ge	�nteresseerd in de
evenwichtssituatie van een proces�

�ii� Een instabiele situatie in de zin dat de omstandigheden gedurendeInstabiele situatie
simulatie structureel veranderen� Er is bijvoorbeeld sprake van
leegloop aan het begin en einde van de simulatie� Meestal is er
sprake van een duidelijk begin en einde� Er wordt in dit verband
ook wel gesproken over een terminerend proces�

Indien we de gemiddelde wachttijd van een klant in het postkantoor op
een bepaald tijdstip op de dag willen analyseren� kunnen we spreken



van een stabiele situatie� We veronderstellen dat het aankomstproces
en het bedieningsproces op dit tijdstip van de dag bepaalde kenmerken
hebben� Willen we de gemiddelde wachttijd van een klant over een gehele
dag analyseren� dan hebben we te maken met een instabiele situatie�
Aan het einde van de dag hebben we wellicht te maken met een ander
aankomstpatroon dan om �� uur s morgens�
De reden dat we onderscheid maken tussen stabiele en instabiele situaties
is het feit dat dit van invloed is op de opzet van het simulatie�experiment�

Indien we te maken hebben met een stabiele situatie� dan kunnen weIn geval van een sta�
biele situatie de subruns direct na elkaar uitvoeren� Elke subrun� behalve de eerste�

start in de toestand die de vorige subrun heeft achtergelaten� Dit bete�
kent dat we subruns kunnen krijgen door �e�en lange simulatierun uit te
voeren en deze in gelijke delen �subruns� op te hakken� Van elke subrun
hoeven we alleen de relevante resultaten te bewaren� De eerste run van
zon simulatie�experiment moeten we zorgvuldig behandelen� De keuze
van het seed heeft bijvoorbeeld een directe invloed op het eerste meetre�
sultaat� Ook kan er sprake zijn van aanloopverschijnselen� We sprekenAanloopverschijnselen
over aanloopverschijnselen indien de resultaten be	�nvloed worden door
de gekozen beginsituatie� Als we starten met een leeg postkantoor� dan
weten we dat de wachttijd van de eerste klant gelijk zal zijn aan �� In
dit geval is sprake van een beperkt e�ect� Er zijn echter ook situaties
denkbaar waar de gekozen begintoestand nog lang invloed heeft op be�
paalde metingen� Indien we bij het simuleren van een fabricage�afdeling
een lege begintoestand �d�w�z� zonder onderhanden werk� kiezen� zal het
enige tijd duren voordat de gemeten doorlooptijden representatief zijn
voor de normale gang van zaken�
Om het e�ect van aanloopverschijnselen te minimaliseren starten we met
een speciale subrun die we voorlooprun �ook wel aanlooprun genoemd�Voorlooprun
zullen noemen� De resultaten verkregen tijdens deze run nemen we niet
mee in het schatten van een bepaalde grootheid� De voorlooprun moet
lang genoeg zijn om ervoor te zorgen dat de aanloopverschijnselen ver�
dwenen zijn� In het geval van de simulatie van een fabricage�afdeling
kunnen we de voorlooprun afsluiten op het moment dat de voorraad on�
derhanden werk een stabiel niveau heeft bereikt�

Op het moment dat we te maken hebben met een instabiele situatie� danIn geval van een in�
stabiele situatie kunnen we de subruns niet meer direct na elkaar uitvoeren� Eventuele

aanloopverschijnselen maken nu een wezenlijk onderdeel uit van de simu�
latie� Elke subrun moet daarom starten vanuit een gelijke begintoestand�
Omdat er voor elke subrun gebruik gemaakt wordt van een ander seed�
zijn de resultaten van de diverse subruns toch onafhankelijk en kunnen
tijdens de analyse met elkaar vergeleken worden� Indien we de wachttij�
den in een postkantoor over de gehele dag willen analyseren� dan komt



elke subrun overeen met �e�en dag� Elk van deze subruns start vanuit de
toestand dat er geen klanten in het postkantoor zijn� en eindigt nadat er
aan het einde van de dag geen klanten meer in het postkantoor aanwezig
zijn�

Relevante vragen tijdens het opzetten van een simulatie�experiment zijn�

� Is er een voorlooprun nodig�

� Hoe lang moet de voorlooprun zijn�

� Hoeveel subruns zijn er nodig�

� Hoelang dient elke subrun te zijn�

Laten we deze vragen eens proberen te beantwoorden� Er is alleen maarIs er een voorlooprun
nodig	 een voorlooprun nodig indien we te maken hebben met de simulatie van

een stabiele situatie waarbij de begintoestand afwijkt van doorsnee toe�
standen die tijdens de simulatie aangedaan worden� De lengte van eenHoe lang moet de

voorlooprun zijn	 voorlooprun hangt af van de mate waarin de begintoestand afwijkt van
een doorsnee toestand en de snelheid waarmee de simulatie naar een
stabiele situatie gaat� We kunnen een aantal relevante grootheden die
tijdens de simulatie gemeten worden in een gra�ek uitzetten tegen de
tijd en aan de hand van deze gra�ek inschatten of een stabiele toestand
is bereikt� Over het aantal benodigde subruns is moeilijk iets te zeggen�Hoeveel subruns zijn

er nodig	 Het aantal hangt bijvoorbeeld sterk af van de gewenste betrouwbaarheid
van de uiteindelijke resultaten en de lengte van elke subrun� Hier komen
we later in meer detail op terug� De lengte van elke subrun ligt in hetHoelang dient elke

subrun te zijn	 geval van een instabiele situatie meestal vast� De lengte is precies �e�en
dag� �e�en ochtend of de tijd die nodig is om �e�en verzoek volledig af te
handelen� In het geval van een stabiele situatie moeten we ervoor zorgen
dat elke subrun lang genoeg is om ervoor te zorgen dat de begintoestand
van de ene subrun geheel onafhankelijk is van de begintoestand van de
volgende subrun� Stel dat er aan het begin van een subrun sprake is van
een enorme wachtrij� Indien we de subrunlengte niet lang genoeg kiezen
is deze wachtrij in de daarop volgende subrun nog niet weggewerkt� In
dat geval zijn de resultaten van de twee subruns verre van onafhankelijk�
iets wat kan leiden tot een foute interpretatie van de resultaten� Een
mogelijke vuistregel is dat er in elke subrun ten minste �e�en regeneratie�
punt bereikt wordt� Een regeneratiepunt is een bepaalde toestand waar
het systeem om de zoveel tijd weer naar terugkeert� Een voorbeeld van
een regeneratiepunt voor de simulatie van het postkantoor is de toestand
waarbij er geen enkele klant binnen is�



��� Analyse van subruns

Stel we hebben n subruns uitgevoerd en voor elke subrun i een bepaald
resultaat xi geregistreerd� De waarde xi is bijvoorbeeld de gemeten ge�
middelde wachttijd in subrun i� Deze waarde kan echter ook de gemid�
delde variantie van de gemeten wachttijden zijn� Ook de gemiddelde
bezettingsgraad en de gemiddelde wachtrijlengte behoren tot de moge�
lijkheden� Het enige wat we weten van de waarden xi is het feit dat
ze onderling onafhankelijk zijn� �Dit hebben we bijvoorbeeld afgedwon�
gen door de subrunlengte lang genoeg te kiezen�� Gegeven de resultaten
x�� x�� � � � � xn kunnen we ook hier weer spreken over het steekproefgemid�
delde x�

x �

Pn
i	� xi
n

en de steekproefvariantie s��

s� �

Pn
i	��xi � x��

n� �

Merk op dat we het steekproefgemiddelde en de steekproefvariantie overLet op�
de resultaten van de diverse subruns niet moeten verwarren met het
gemiddelde en de variantie van een aantal metingen binnen �e�en subrun�
We kunnen x als een schatting van de waarde die we willen analyseren
beschouwen� De gemiddelde afwijking van deze schatting � sp

n
�� geeft een

indruk van deze betrouwbaarheid van deze schatting� Indien sp
n

klein is�
is x een goede schatting�

����� De situatie met meer dan �� subruns

Indien er sprake is van een groot aantal subruns� kunnen we de schatting
x �vanwege de centrale limietstelling� als normaal verdeeld beschouwen�
Daarom behandelen we de situatie met meer dan �� subruns als een apart
geval�

Het feit dat sp
n

een maat is voor de kwaliteit van x als een schattingWanneer stoppen we
met het genereren
van subruns	

van de waarde die we willen analyseren� kunnen we gebruiken om vast te
stellen wanneer we kunnen stoppen met het genereren van subruns�

�i� Kies een waarde d voor de toegestane standaardafwijking van de
geschatte waarde x�

�ii� Genereer ten minste �� subruns� en registreer per subrun de waarde
xi�

�De variantie van de schatting x is Var�x� � Var� �
n

P
n

i��
xi� �

�
�

n
� De standaard�

afwijking van x is dus �p
n
� Omdat s een goede schatting van � is� is sp

n
een goede

schatting voor de standaardafwijking van x�



�iii� Genereer additionele subruns totdat sp
n
� d� waar s steekproef�

standaardafwijking is en n het aantal subruns dat is uitgevoerd�

�iv� Het steekproefgemiddelde x is nu een schatting van de te onderzoe�
ken grootheid�

Er zijn twee redenen waarom er in dit geval ten minste �� subruns uit�
gevoerd moeten worden� In de eerste plaats is x pas bij een aanzienlijk
aantal subruns bij benadering normaal verdeeld� Dit is een dwingende
reden om ervoor te zorgen dat er ten minste �� onderling onafhankelijke
subruns zijn� Een andere reden om te kiezen voor een voldoende aantal
subruns is het feit dat s als schatting van de werkelijke standaardafwij�
king bij meer subruns steeds beter wordt�

Gegeven een groot aantal onafhankelijke subruns� kunnen we ook een be�
trouwbaarheidsinterval voor de te onderzoeken grootheid opstellen� Door�Betrouwbaarheids�

interval dat x het gemiddelde van een groot aantal onafhankelijke metingen is�
mogen we aannemen dat x bij benadering normaal verdeeld is �zie appen�
dix A�� Op basis van dit gegeven kunnen we a�eiden dat de werkelijke
waarde van de te onderzoeken grootheid met een bepaalde kans in een
zogenaamd betrouwbaarheidsinterval ligt� De werkelijke waarde noteren
we met �� �� is bijvoorbeeld niet de gemeten gemiddelde wachttijd maar
de werkelijke gemiddelde wachttijd�� Gegeven het steekproefgemiddelde
x en de steekproefstandaardafwijking s voldoet de werkelijke waarde �
met betrouwbaarheid ��� 	� aan de volgende vergelijking�

x� sp
n
z�
	

�
� � � � x �

sp
n
z�
	

�
�

waarbij z��
�
� als volgt gede�nieerd is� Laat Z een standaard�normaal�

verdeelde stochast zijn� dan is IP Z � z�x�! � x� Voor een aantal
waarden van x is z�x� in tabel � weergegeven� De waarde 	 geeft de
onbetrouwbaarheid aan� d�w�z� de kans dat � niet voldoet aan de verge�
lijking� Typische waarden voor 	 lopen uiteen van ����� tot ������ Het
interval �

x� sp
n
z�
	

�
�� x�

sp
n
z�
	

�
�

�

noemen we ook wel het �� � 	��betrouwbaarheidsinterval voor de ge�
schatte waarde ��

Het voorgaande illustreren we aan de hand van het volgende voorbeeld�voorbeeld

Een bedrijf maakt zich zorgen over de bezettingsgraad van de help�
desk� Deze is zo hoog geworden dat het ziekteverzuim sterk is toe�
genomen� Om deze situatie te onderzoeken is gekozen voor een simu�
latiestudie om vast te stellen hoe dat de bezettingsgraad verlaagd kan
worden� Om de bezettingsgraad van de huidige situatie te controleren is



x z�x�
����� �����
����� �����
����� �����
����� �����
����� ���
�

Tabel �� IP Z � z�x�! � x waarbij Z standaard�normaal�verdeeld is�

een simulatie�experiment bestaande uit �� subruns uitgevoerd� Elke sub�
run komt overeen met �e�en werkdag� De gemiddelde bezettingsgraad per
subrun is weergegeven in tabel �� Het steekproefgemiddelde is �����


subrun gemiddelde subrun gemiddelde subrun gemiddelde
nummer bezettings� nummer bezettings� nummer bezettings�

graad graad graad

� ����� �� ��
�� �� ��
�

� ����� �� ����� �� �����
� ����� �� ����� �� �����
� ����
 �� ���
� �� �����
� ����� �� ����� �� �����
� ����� �� ����� �� �����
� ����
 �� ����� �� �����

 ����� �
 ����� �
 �����
� ����
 �� ����� �� �����
�� ����� �� ����� �� �����

Tabel �� De gemiddelde bezettingsgraad per subrun�

en de steekproefvariantie is ��������� Alle gegevens die nodig om een
��� 	��betrouwbaarheidsinterval om te stellen zijn dus bekend� n � ���
x � �����
� s� � �������� en dus s � �����
�� Indien we 	 gelijk aan
����� nemen vinden we het volgende betrouwbaarheidsinterval��

�����
 � �����
�p
��

z�
�����

�
�� �����
 �

�����
�p
��

z�
�����

�
�

�

Aangezien z������� � ����� is dit dus het interval  ������� ������!� Hoe
groter de onbetrouwbaarheid 	� hoe kleiner het bijbehorende betrouw�
baarheidsinterval� Voor bijvoorbeeld 	 � ���� vinden we het betrouw�
baarheidsinterval  ������� ����
�!� Op basis van de resultaten kunnen we
dus veilig stellen dat de bezettingsgraad van de helpdesk vrij hoog is�



����� De situatie met minder dan �� subruns

In sommige gevallen kunnen we ook volstaan met minder dan �� sub�
runs� Een eis die we dan moeten stellen is dat de resultaten voor de
afzonderlijke subruns �xi� bij benadering normaal verdeeld zijn� Indien
het resultaat van een subrun xi het gemiddelde is van een groot aantal
waarnemingen� dan is �volgens de centrale limietstelling� xi bij benade�
ring normaal�verdeeld� Op het moment dat xi dus de gemiddelde wacht�
tijd� gemiddelde bedieningstijd of gemiddelde doorlooptijd van een groot
aantal klanten is� is xi bij benadering normaal�verdeeld� Door gebruik
te maken van deze eigenschap� kunnen we gegeven n subruns met een
steekproefgemiddelde x� steekproefstandaardafwijking s en een betrouw�
baarheid ��� 	� het volgende betrouwbaarheidsinterval a�eiden��

x� sp
n
tn���

	

�
�� x�

sp
n
tn���

	

�
�

�

waarbij tv�x� de kritieke waarde is van een Student�verdeling� ook welStudent�verdeling
t�verdeling genoemd� met v vrijheidsgraden� In tabel � is voor een aantal
waarden van v en x de kritieke waarde tv�x� opgenomen�

tv�x� x �
����� ����� ����� �����

v � � ���
 ���� ���
� ��
���
� ��
� ���� ���� �����
� ���� ���� ���� �����
� ���� ���� ���� ����
� ���
 ���� ���� ��
�
� ���� ���� ���� ����
� ���� ��
� ���� ����

 ���� ��
� ���� ����
� ���
 ��
� ��
� ����

�� ���� ��
� ���� ����
�� ���� ���� ���� ����
�� ���� ���� ���� ����
�� ���� ���� ���� ����
�� ���� ���
 ���� ����

��� ���� ���� ���� ����
� ���
 ���� ���� ����

Tabel �� De kritieke waarden voor een Student�verdeling met v vrijheids�
graden�

In tegenstelling tot de eerder besproken methode kunnen we het zojuist
gegeven betrouwbaarheidsinterval ook toepassen in het geval dat we over



een beperkt aantal subruns �bijvoorbeeld ��� beschikken� Indien we be�
schikken over een groter aantal subruns en we ervan overtuigd zijn dat
de resultaten per subrun normaal�verdeeld zijn� dan kunnen we het beste
het zojuist geschetste ��� 	��betrouwbaarheidsinterval toepassen� Voor
grote n is het betrouwbaarheidsinterval op basis van tn���

�

�
� nauwkeu�

riger dan dat op basis van z��
�
�� Bij het bepalen van het betrouwbaar�

heidsinterval op basis van tn���
�

� � wordt immers geen beroep gedaan op
de centrale limietstelling ten aanzien van het aantal subruns�

Indien we op basis van de resultaten in tabel � een uitspraak doen over de
het betrouwbaarheid van x� dan vinden we voor 	 � ����� het volgende
betrouwbaarheidsinterval��

�����
 � �����
�p
��

t�
�
�����

�
�� �����
 �

�����
�p
��

t�
�
�����

�
�

�

Aangezien t�
������� � ����� is dit dus het interval  ������� ����
�!� Het
interval is dus bij benadering hetzelfde als het �����betrouwbaarheidsin�
terval dat we eerder al afgeleid hebben� Merk op dat we het betrouwbaar�
heidsinterval op basis van de t�verdeling alleen maar mogen gebruiken�
indien we ervan overtuigd zijn dat de gemiddelde bezettingsgraad per
subrun bij benadering normaal�verdeeld is� Zeker voor kleinere aantallen
subruns is deze voorwaarde van groot belang�

��� Variantie�reductie

Met behulp van de zojuist beschreven technieken is het mogelijk om simu�
latieresultaten te analyseren� Er zijn echter nog vele geavanceerde tech�
nieken om met behulp van korte simulatieruns zoveel mogelijk informatie
te verwerven� Zoals we zojuist gezien hebben is er een lineair verband
tussen de lengte van het betrouwbaarheidsinterval en de standaardafwij�
king van de gemeten resultaten per subrun� Als de standaardafwijking
twee keer zo groot is� is het bijbehorende betrouwbaarheidsinterval ook
twee keer zo groot� Om het moment dat we de standaardafwijking tus�
sen de subrun�resultaten kunnen verkleinen� zullen de grenzen van het
betrouwbaarheidsinterval scherper worden� De standaardafwijking is de
wortel van de variantie� daarom zal een verkleining van de variantie zor�
gen voor een aanscherping van het betrouwbaarheidsinterval� Er bestaan
een groot aantal technieken die gericht zijn op het verlagen van deze vari�
antie� Deze technieken worden ook wel variantie�reducerende techniekenVariantie�

reducerende technie�
ken

genoemd� Een aantal bekende technieken zijn�

� antithetische random getallen

� gemeenschappelijke random getallen



� control variates

� conditioning

� strati�ed sampling

� importance sampling

Het voert te ver om al deze technieken volledig te behandelen� Daarom
zullen we alleen de eerste twee kort toelichten�

In een simulatie�experiment worden doorlopend random getallen ver�Antithetische
random getallen bruikt� Door gebruik te maken van een goede random generator zijn

deze getallen onafhankelijk van elkaar� Het is echter niet nodig om voor
elke subrun een geheel nieuwe reeks random getallen te genereren� Indien
r�� r�� � � � � rn random getallen zijn� dan zijn ��� r��� ��� r��� � � � � ��� rn�
ook prima random getallen� Deze getallen noemen we ook wel antitheti�
sche random getallen� Indien we voor elke oneven subrun nieuwe random
getallen genereren en voor elke even subrun de antithetische random ge�
tallen gebruiken� dan kunnen we dus volstaan met de helft van het aantal
random getallen �indien het totale aantal subruns even is�� Er is echter
nog een andere prettige bijkomstigheid� De resultaten voor subrun �k��
en subrun �k zijn meestal negatief gecorreleerd� Indien x�k�� en x�k de re�
sultaten van twee opvolgende subruns voorstellen� dan is Cov x�k��� x�k!
naar alle waarschijnlijkheid kleiner dan nul� �Dit resultaat is gebaseerd
op het feit dat de subrun meestal een monotone functie is ten opzichte van
de verbruikte set random getallen�� Dit heeft tot gevolg dat de variantie
van het gemiddelde van x�k�� en x�k kleiner wordt� Immers�

Var 
X � Y

�
! �

�

�
�Var X! � Var Y ! � �Cov X�Y !�

De totale steekproefvariantie zal daarom ook afnemen� wat een aanscher�
ping van het betrouwbaarheidsinterval tot gevolg heeft�

Als men een aantal �zeg �� alternatieven met elkaar wil vergelijken� dan isGemeenschappelijke
random getallen het intu	�tief duidelijk dat men dit het beste onder zoveel mogelijk dezelfde

omstandigheden kan doen� Dit pleit ervoor om de simulatieruns van de
alternatieven zoveel mogelijk te voorzien van dezelfde random getallen�
Zo kan men in geval van het simuleren van verschillende inrichtingen van
het postkantoor de diverse alternatieven voeden met dezelfde random
getallen voor tussenaankomsttijden en bedieningstijden� In dat geval zal
de variantie van het verschil tussen beide alternatieven waarschijnlijk
aanzienlijk kleiner zijn�

Het moge duidelijk zijn dat er nog talloze technieken zijn om nog meer in�
formatie uit een simulatie�experiment te persen� Het betreft hier meestal



geavanceerde technieken die zorgvuldig gebruikt moeten worden� Voor
een verdere behandeling van deze technieken verwijzen we naar  �� ��� ��!�

��� Gevoeligheidsanalyse

Door het zorgvuldig gebruik van subruns en het berekenen van betrouw�
baarheidsintervallen kan men� gegeven een bepaalde situatie� vrij nauw�
keurig bepalen wat de te verwachten wachttijden� bezettingsgraden� sto�
ringsfrequenties� enzovoorts zijn� Omdat deze resultaten gebaseerd zijn
op een speci�eke situatie� is het echter niet duidelijk hoe gevoelig de re�Gevoeligheid
sultaten zijn� Indien we voor een aankomstproces met een gemiddelde
tussenaankomsttijd van � minuten een geschatte gemiddelde wachttijd
van �� minuten vinden� wat is dan de gemiddelde wachttijd indien de
tussenaankomsttijd niet � maar � minuten is� Een model bevat over het
algemeen een aantal parameters# dit zijn instelbare grootheden als ge�Modelparameters
middelde tussenaankomsttijd� gemiddelde bedieningstijd en gemiddelde
responsetijd� Voor een simulatie�experiment wordt elke van deze groot�
heden op een bepaalde waarde gezet� Het betreft hier meestal een ge�
schatte waarde� omdat de precieze waarde niet bekend is� Ook de gekozen
kansverdeling zal alleen op hoofdlijnen overeenkomen met de werkelijke
verdeling van waarden� Het is dus daarom van groot belang om te weten
hoe gevoelig de resultaten zijn voor variaties in de instellingen van de
modelparameters�

Door het uitvoeren van een gevoeligheidsanalyse krijgt men inzicht inGevoeligheidsanalyse
afhankelijkheden tussen de modelparameters en de resultaten� Om de
gevoeligheid te testen worden er een aantal experimenten uitgevoerd met
licht afwijkende parameter�instellingen� Op deze manier krijgt men een
indruk van de mate waarin kleine variaties het uiteindelijke resultaat
kunnen be	�nvloeden� Het kan zijn dat een iets aangepaste instelling van
een bepaalde parameter weinig invloed heeft op het uiteindelijke resul�
taat� Het kan echter ook zijn een kleine aanpassing van deze parameter
geheel andere resultaten tot gevolg heeft� Een proces met een hoge be�
zettingsgraad zal gevoeliger zijn voor �uctuaties in het aankomstproces�
dan een proces met een lage bezetting� In dit verband spreken we ook
wel over de robuustheid van een model� Een model is robuust indienRobuustheid van een

model licht afwijkende parameter instellingen nauwelijks invloed hebben op het
uiteindelijke resultaat�



� Valkuilen

Zoals in de introductie reeds is aangegeven� wordt simulatie veelal ge�
bruikt ter ondersteuning van het maken van belangrijke strategische be�
slissingen� Daarom is het van groot belang dat er tijdens het uitvoeren
van de simulatie niet allerlei fouten in het model en de interpretatie van de
resultaten kunnen sluipen� Voordat we een aantal veel gemaakte fouten
op een rij zetten� kijken we op op welke momenten in de life�cycle van een
simulatiestudie er fouten ge	�ntroduceerd kunnen worden� In �guur �� is
de fasering van een simulatiestudie en de mogelijke foutenbronnen weer�
gegeven�

probleemstelling

conceptueel
model

executeerbaar
model

antwoorden
oplossingen

simulatie
resultaten

model
gevalideerd

modelleren

realiseren

verifieren en
valideren

interpreteren

vage probleemstelling
met tegenstrijdigheden

afbeeldfouten
tijdens model-
vorming

implementatie
fouten

onvoldoende
gevalideerd 
model

subruns te kort
te weinig subruns

interpretatie
verkeerde

verborgen afhankelijk-

experimenteren

heden

Figuur ��� De fasering van een simulatiestudie�

Reeds tijdens het opstellen van de probleemstelling kunnen onjuisthedenMogelijke
foutenbronnen en allerlei vaagheden ontstaan� Omdat het maken van het conceptuele

simulatiemodel door een systeemanalist gedaan wordt en niet door de
gebruiker zelf� kunnen er tijdens de modelvorming allerlei afbeeldfouten
ontstaan� Indien het conceptuele model ge	�mplementeerd moet worden
in een simulatietaal� dan kunnen er ook tijdens deze afbeelding fouten
ge	�ntroduceerd worden� Indien de validatie door de verkeerde mensen
of met onvoldoende zorg uitgevoerd wordt� blijven de eerder ge	�ntrodu�
ceerde fouten bestaan� Bij voorkeur dient het model ook door de gebrui�
ker zelf gevalideerd te worden� Ook tijdens het experimenteren kunnen
er fouten ontstaan doordat subruns te kort gekozen worden� er te wei�



nig subruns uitgevoerd worden of er verborgen afhankelijkheden tussen
de verschillende subruns zitten� Ook kan de voorlooprun te kort geko�
zen zijn waardoor de meetresultaten fouten bevatten� Ook als al het
voorgaande foutloos is uitgevoerd� dan kan het tijdens de interpretatie
nog misgaan doordat er verkeerde conclusies getrokken worden uit de
verkregen resultaten�

De ervaring leert dat er een aantal typische fouten zijn� die veelvuldigTypische fouten
voorkomen� Daarom is het zinvol deze �valkuilen eens op een rij te zetten�

Fout �
 probleemstelling wordt eenzijdig opgesteld

Een simulatiestudie gaat al fout van start als de probleemstelling eenzij�
dig door de gebruiker of de systeemanalist wordt opgesteld� De gebruiker
weet veel van het probleemdomein� maar weinig van de eisen waaraan
de probleemstelling moet voldoen� De systeemanalist weet daarentegen
goed welke elementen er in de probleemstelling horen te zitten� maar
weet weinig van de achtergronden van de speci�eke probleemsituatie� De
systeemanalist is ook goed op de hoogte van wat er wel en wat er niet
mogelijk is met simulatie� De gebruiker� die over het algemeen weinig
van simulatie weet� is daarentegen niet of nauwelijks op de hoogte van
de �on�mogelijkheden van simulatie� Voor een succesvolle simulatiestu�
die is het dus van belang dat beide partijen nauw betrokken zijn bij het
opstellen van de probleemstelling� De probleemstelling kunnen we in dit
verband ook wel als een �contract tussen de gebruiker en de modelbouwer
zien� Een vuistregel die we hierbij kunnen hanteren is�vuistregel

�Begin pas met een simulatiestudie op het moment dat het
voor beide partijen duidelijk is welke vragen beantwoord die�
nen te worden���

Fout �
 keuze van een verkeerd niveau van detaillering

Bij het maken van een simulatiemodel� is men gedwongen om te kiezen
voor een bepaald niveau van detaillering� In het geval van een simula�
tiemodel voor een produktieafdeling� kunnen we kiezen om een machine
te modelleren door middel van een object met als enige kenmerk een
bedieningstijd of we kunnen de machine in detail modelleren waarbij we
aspecten als omsteltijden� storingen� tool�loading� onderhoudsintervallen�
enzovoorts meenemen� Veel simulatiestudies worden halverwege afgebro�
ken omdat men in het begin een verkeerd niveau van detaillering heeft
gekozen� Teveel detaillering heeft tot gevolg dat het model onnodig com�
plex wordt en dat de benodigde detail�informatie �parameters� ontbreekt�
Een gebrek aan voldoende detaillering kan leiden tot een simulatiemo�
del waarmee de essenti	ele vragen in de probleemstelling niet beantwoord



kunnen worden� Een goed gekozen niveau van detaillering kenmerkt zich
door�Kenmerken van een

goed detailleringsni�
veau

��� de benodigde informatie om met simulatiemodel te kunnen experi�
menteren is aanwezig�

��� de belangrijke vragen uit de probleemstelling kunnen met het model
beantwoord worden en

��� de complexiteit van het model is voor alle partijen nog behapbaar�

Indien het niet mogelijk is een detailleringsniveau te kiezen dat voldoet
aan deze voorwaarden� dan moet de probleemstelling aangepast worden�

Fout �
 verborgen aannames

Tijdens het modelleren en realiseren van een simulatiemodel� moeten er
voortdurend allerlei aannames gemaakt worden� Er kunnen aannames
gemaakt worden omdat de probleemstelling op bepaalde punten vaag is
of omdat het simulatiemodel bewust eenvoudig gehouden moet worden�
Vaak worden deze aannames niet of slecht gedocumenteerd� We spreken
in dit verband ook wel over �verborgen aannames� Deze verborgen aan�
names kunnen er in een laat stadium toe leiden dat het simulatiemodel
en de bijbehorende resultaten door de gebruiker niet geaccepteerd wor�
den� Het is daarom belangrijk om aannames goed te documenteren en
deze met enige regelmaat samen met de gebruiker door te spreken� Op
deze manier kunnen verrassingen achteraf voorkomen worden�

Fout �
 validatie door de verkeerde personen

Soms wordt in verband met tijdnood of een desinteresse van de gebrui�
ker� het simulatiemodel uitsluitend gevalideerd door de maker van het
model� Eventuele discrepanties tussen het model en de inzichten van de
gebruiker kunnen daardoor blijven bestaan� Het is daarom aan te raden
dat de gebruiker betrokken wordt bij de validatie van het simulatiemodel
voordat er allerlei experimenten uitgevoerd worden�

Fout �
 kloppend maken van het model

In de validatiefase komt het nogal eens voor dat de uitkomsten van het si�
mulatiemodel niet kloppen met historische data of met waarnemingen in
de werkelijkheid� Op dat moment bestaat de neiging om het model �klop�
pend te maken door het veranderen van bepaalde parameterwaarden� Er
wordt net zolang met de instellingen gespeeld totdat de simulatieresulta�
ten overeenkomen met de historische data of met de waarnemingen in de
werkelijkheid� Dit is echter een zeer gevaarlijke bezigheid� omdat dit niet
leidt tot een simulatiemodel dat een goede afspiegeling van de werkelijk�
heid is� Pas als de oorzaak van een afwijking tussen het model en de



werkelijkheid boven water is� mag het model aangepast worden� Op deze
manier wordt voorkomen dat fouten in het model� bewust of onbewust�
verdoezeld worden�

Fout �
 gevoeligheid model onderbelicht

Vaak wordt er uitgegaan van �e�en speci�eke instelling van een bepaalde
modelparameter �bijvoorbeeld de intensiteit van het aankomstproces��
Ook al zijn de uitspraken voor deze instelling statistisch gezien betrouw�
baar� toch kan het zijn dat kleine variaties in bijvoorbeeld het aankomst�
proces alle uitspraken ongeldig maken� Het is daarom van groot belang
dat er tijdens de simulatiestudie ook aandacht besteed wordt aan de ge�
voeligheid van het model voor kleine aanpassingen van de instellingen�

Fout �
 achterwege laten van subruns

Er zijn mensen die zeggen� �Als ik maar lang genoeg simuleer� dan klop�
pen de gemeten resultaten wel��� Deze mensen laten een simulatierun
een hele nacht lopen en hebben daarna een blindelings vertrouwen in
bijvoorbeeld de gemeten gemiddelde wachttijd� Natuurlijk is dit erg ge�
vaarlijk omdat men dan geen inzicht krijgt in de betrouwbaarheid van dit
resultaat� Andere mensen kijken naar de gemeten gemiddelde wachttijd
en de gemeten gemiddelde variantie van de wachttijden en leiden daar�
uit een betrouwbaarheidsinterval af� Ook deze mensen gaan in de fout
omdat de gemeten gemiddelde variantie van de wachttijden �in principe�
niets te maken heeft met de betrouwbaarheid van de geschatte gemid�
delde wachttijd� Er zijn immers afhankelijkheden tussen wachttijden van
opeenvolgende klanten� De enige manier om in dit geval te komen tot
onafhankelijke metingen� is het opdelen in subruns� In dit verband is het
goed om nog eens te benadrukken dat simulatie alleen maar schattingen
oplevert� en geen harde waarheden�

Fout �
 onzorgvuldige presentatie van de resultaten

Om de resultaten van een simulatiestudie te interpreteren� zijn vaak in�
gewikkelde statistische analyses nodig� Dit kan een bron van fouten zijn�
Ook het vertalen van de uitkomsten van deze statistische analyses naar
een voor de gebruiker begrijpelijke taal kan een bron van misverstanden
zijn� In het boek �How to lie with statistics� � �!� van Darrel Hu� vin�
den we talloze voorbeelden van onzorgvuldige presentaties waardoor de
lezer op het verkeerde been gezet wordt� Laten we als voorbeeld eens
een mogelijke conclusie bekijken die in het eindrapport van een simula�
tiestudie kan staan� De conclusie luidt� �De wachttijden zullen met ��
procent dalen� en bevat dus veel vaagheden� Uit deze zin is immers niet
duidelijk wat de betrouwbaarheid van de conclusie is� Beter is het om
een betrouwbaarheidsinterval te geven� Ook suggereert de conclusie dat



voor elke klant de wachttijden met �� procent zullen dalen� Dit hoeft
echter niet het geval te zijn� Indien de gemiddelde wachttijd met �� pro�
cent daalt� dan kan het nog zijn dat de wachttijd voor de meeste mensen
stijgt en voor slechts een paar mensen �sterk� daalt�

Fout 	
 verkeerd gebruik animatie

Moderne simulatiegereedschappen kenmerken zich door een mooie pre�
sentatie van de resultaten en animatie�faciliteiten� Hierdoor is het mo�
gelijk om beter met de gebruiker te communiceren� Er schuilt echter ook
een groot gevaar in animatie� Omdat de animatie alleen het tastbare
deel van het simulatiemodel laat zien� bestaat het gevaar dat de gebrui�
ker een mogelijk ongefundeerd vertrouwen in het model krijgt� Zaken als
beslisregels� bedieningstijden� enzovoorts zijn immers niet of nauwelijks
zichtbaar in de animatie� Ook maakt een mooie animatie een degelijke
statistische analyse zeker niet overbodig�

Fout ��
 simulatie als doel in plaats van middel

Simulatie is een �exibel een veelzijdig analyse�gereedschap� daarom be�
staat bij sommige mensen de neiging om simulatie te pas en te onpas
toe te passen� Veelal kan echter ook volstaan worden met een eenvou�
dig wiskundig model �bijvoorbeeld een wachtrijmodel� of een eenvoudig
spreadsheet programma� In zon geval is simulatie een vorm van �over�
kill� Simulatie moet alleen maar ingezet worden op het moment dat de
situatie dat vereist� Simulatie is een middel en geen doel op zich�

� Slotwoord

Ondanks de vele waarschuwingen tegen het verkeerd gebruik van simu�
latie� is simulatie een veelzijdig analyse�gereedschap met vele prettige
eigenschappen� Het is een hulpmiddel dat ingezet kan worden op het
moment dat andere technieken tekort schieten�

Voor de lezer die na het lezen van dit handboek meer wil weten over
simulatie� zijn er vele boeken beschikbaar� Een klassiek boek over simu�
latie is het boek van Naylor et al�  ��!� Andere standaardwerken op het
gebied van simulatie zijn� Bratley� Fox en Schrage  �!� Law en Kelton
 �!� Ross  ��! en Shannon  ��!� Met name de boeken van Ross � ��!� en
Bratley� Fox en Schrage � �!� zijn aan te raden voor mensen die zich ver�
der willen verdiepen in simulatie� Voor mensen die behoefte hebben aan
een Nederlandstalig boek over simulatie verwijzen we naar Kleijnen en
Groenendaal  �! en Kerbosch en Sierenberg  �!�
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A Elementaire eigenschappen

In deze appendix gaan we in op een aantal elementaire eigenschappen
van stochasten� X en Y zijn stochasten met respectievelijk verwachting
�X en variantie ��X � en verwachting �Y en variantie ��Y �
Ten aanzien van optelling en vermenigvuldiging van stochasten gelden
de volgende universele eigenschappen�

IE X � Y ! � �X � �Y

IE aX � b! � a�X � b

De variantie van een stochast X �Var X! � ��X� kunnen we uitdrukken
in termen van de verwachting van X en X��

Var X! � IE �X � �X��! � IE X�!� ��X

Voor de variantie is de volgende eigenschap van belang�

Var aX � b! � a��X

De covariantie van X en Y �Cov X�Y !� noteren we ook wel als ��XY �

Cov X�Y ! � IE �X � �X��Y � �Y �! � IE XY !� �X�Y

Er is ook een relatie tussen variantie en covariantie�

Var X � Y ! � ��X � ��Y � �Cov X�Y !

Indien X en Y onafhankelijk�

Cov X�Y ! � �

Var X � Y ! � ��X � ��Y

A�� Markov�s ongelijkheid

Indien stochast X altijd een niet negatieve waarde oplevert� dan is voor
elke a � ��

IP X � a! � IE X!

a

A�� Chebyshev�s ongelijkheid

Gegeven een stochast X met gemiddelde � en variantie ��� dan geldt
voor elke k � ��

IP jX � �j � k�! � �

k�



A�� Centrale limietstelling

Voor een reeks X��X�� � � � �Xn van onafhankelijke gelijk verdeelde sto�
chasten met verwachting � en variantie �� convergeert de stochast

�
n
�X� � X� � � � � � Xn�� �

�p
n

voor n�� naar een standaard normale verdeling�
Het gemiddelde van een groot aantal onafhankelijke stochasten is dus bij
benadering normaal verdeeld� Ook de som van een groot aantal onaf�
hankelijke stochasten is dus bij benadering normaal verdeeld� Bij het
interpreteren van simulatieresultaten mogen we er dus onder bepaalde
omstandigheden vanuit gaan dat de som van n onafhankelijke stochasten
Xi met verwachting � en variantie ��� bij benadering normaal verdeeld
is met verwachting n� en variantie n���

A�� Spreiding normale verdeling

Omdat de som en het gemiddelde van een groot aantal onafhankelijke
stochasten bij benadering normaal verdeeld is� speelt de normale verde�
ling een grote rol bij het interpreteren van simulatieresultaten� Gegeven
een normale verdeling met parameters � �verwachting� en � �standaard�
afwijking�� is het daarom vaak interessant om te weten wat de kans is dat
een bepaalde trekking tussen �� � en � � � ligt� Deze kans is ongeveer
���
�� In de onderstaande tabel is voor een aantal voor de hand liggende
intervallen rond � aangegeven wat de kans is dat een trekking uit een
normale verdeling met parameters � en � in dit interval ligt�

interval kans
 �� �

� � � � �

� ! ���
�
 �� �� � � �! ���
�
 �� ��� � � ��! �����
 �� ��� � � ��! �����

De kans dat een bepaalde trekking tussen � � �� en � � �� ligt is dus
ongeveer ������



B Overzicht kansverdelingen

B�� Discrete kansverdelingen

verdeling domein IP X � k! IE X! Var X!

Bernoulli

� � p � � k � f�� �g
�

�� p k � �
p k � �

p p�� � p�

homogeen

a � b k � fa� � � � � bg �
�b�a���

a�b
�

�b�a���b�a����
��

binomiaal

� � p � � k � f�� �� � � � � ng
�
n
k

�
pk�� � p�n�k np np�� � p�

n � f�� �� � � �g
geometrisch
� � p � � k � f�� �� � � �g ��� p�k��p �

p

��p
p�

Poisson

� � � k � f�� �� � � �g �k

k� e
�� � �

B�� Continue kansverdelingen

verdeling domein fX�x� IE X! Var X!
uniform

a � b a � x � b �
b�a

a�b
�

�b�a��

��

exponentieel
� � � x � � �e��x �

�

�
��

normaal

�� � � � �� �� � x � �� �p
����

e
��x����

��� � ��

� � �
gamma

r� � � � x � � ���x�r�� e��x

��r�
r

�

r

��

Erlang

� � � x � � ���x�r�� e��x

�r����
r
�

r
��

r � f�� �� � � �g
�� zie gamma
v � f�� �� � � �g x � � r � v

� en � � �
� v �v

beta

a � b a � x � b �
b�a

��r�s�
��r���s� a � �b� a� r

r�s
rs�b�a��

�r�s���r�s���

r� s � �
�
x�a
b�a

�r�� �
b�x
b�a

�s��



C Wachtrijmodellen

Voor bepaalde klassen van systemen kan men allerlei aspecten zonder
simulatie analyseren� We spreken in dit verband ook wel over analyti�
sche modellen� d�w�z� modellen die direct� zonder simulatie� geanalyseerd
kunnen worden� Een bekende klasse van systemen waarvoor vele resulta�
ten bekend zijn� zijn de zogenaamde wachtrijmodellen� In deze appendixWachtrijmodellen
beperken we ons tot de situatie waar er sprake is van �e�en wachtrij� Dit
neemt niet weg dat er ook voor netwerken van wachtrijen belangrijke re�
sultaten geboekt zijn �zie bijvoorbeeld Baskett et al�  �! en Marsan et al�
 ��!��

Een wachtrij wordt vaak gekarateriseerd door A
B
c waarbij A refereertA
B
c�notatie
naar het aankomstproces� B naar de verdeling van de bedieningstijden en
c naar het aantal parallele identieke servers� De letter M wordt gebruikt
om aan te geven dat er sprake is van een negatief�exponenti	ele verdeling�
De letter Er wijst op een Erlang�verdeling� En G wordt gebruikt om aan
te geven dat het gaat om een willekeurige verdeling�
Een van de meest eenvoudige wachtrijmodellen is de M
M
��wachtrij�
d�w�z� een wachtrij met een Poisson�aankomstproces �de tussenaankomst�
tijden zijn negatief�exponentieel�verdeeld�� negatief�exponentieel�verdeel�
de bedieningstijden en slechts � server �op elke moment wordt er ten
hoogste �e�en klant bediend��

Voordat we voor een aantal eenvoudige wachtrijmodellen wat resultaten
presenteren� behandelen we de formule van Little� De formule van LittleFormule van Little
is een formule die geldig is voor elke wachtrij waar sprake is van een
stabiele situatie zonder afhankelijkheden tussen het aankomstproces en
het bedieningsproces� De formule luidt�

L � �S

waarbij L het gemiddeld aantal klanten in het systeem is� � het gemiddeld
aantal klanten dat per tijdseenheid binnenstroomt en S de gemiddelde
systeemtijd �d�w�z� de tijd die de klant gemiddeld in het systeem verblijft�
dus de wachttijd en de bedieningstijd samen��

De M
M
��wachtrij wordt gespeci�ceerd door middel van twee parame�M
M
��wachtrij
ters � en �� Voor het aankomstproces wordt gebruik gemaakt van een
negatief�exponenti	ele verdeling met parameter �� De gemiddelde tussen�
aankomsttijd is dus �

�
� Voor het bedieningsproces wordt gebruik gemaakt

van een negatief�exponenti	ele verdeling met parameter �� De gemiddelde
bedieningstijd is dus �

�
� De bezettingsgraad � is�

� �
�

�



De toestand van de wachtrij kunnen we noteren door middel van een
natuurlijk getal k dat het totale aantal klanten in het systeem voorstelt�
De kans dat de wachtrij op een bepaald moment in toestand k is� noteren
we als pk�

pk � ��� ���k

Deze kansen worden ook wel de evenwichtskansen genoemd� Het gemid�
deld aantal klanten in het systeem is L�

L �
�

� � �

De gemiddelde systeemtijd is S�

S �
�

�� � ���

De gemiddelde wachttijd W is het verschil van de systeemtijd en de
bedieningstijd�

W �
�

��� ���

De M
Er
��wachtrij wordt gespeci�ceerd door middel van drie parame�M
Er
��wachtrij
ters �� r en �� De bedieningstijd is nu Erlang�verdeeld met parameters
� en r� Voor de bezettingsgraad �� het gemiddeld aantal klanten L� de
gemiddelde systeemtijd S en de gemiddelde wachttijd W vinden we de
volgende waarden�

� �
r�

�

L �
���r � ��

���� � ��
� �

S �
��r � ��

���� � ��
�
r

�

W �
��r � ��

���� � ��
�
r � �

�

Over de M
G
��wachtrij is duidelijk minder bekend� Het aankomst�M
G
��wachtrij
proces wordt weer gespeci�ceerd door de parameter �� De gemiddelde
bedieningstijd is � en de variantie van de bedieningstijd is ��� De vari�
atieco	e�ci	ent van de bedieningstijd C de�ni	eren we als volgt� C � �

�
�



Voor de bezettingsgraad �� het gemiddeld aantal klanten L� de gemid�
delde systeemtijd S en de gemiddelde wachttijd W vinden we de volgende
waarden�

� �
�

�

L � � �
��

��� � ��
�� � C��

S �
�

�
�

�

���� � ��
�� � C��

W �
�

���� � ��
�� � C��

De formule L � � � ��

�������� � C�� staat ook wel bekend als de formule
van Pollaczek�Khinchin�

De M
G
��wachtrij wordt gespeci�ceerd door middel van twee parame�M
G
��wachtrij
ters � en �� De variantie van de verdeling G is blijkbaar niet relevant�
Omdat er in de M
G
��wachtrij altijd voldoende vrije servers zijn is de
bezettingsgraad niet de de�ni	eren� Feitelijk is de bezettingsgraad gelijk
aan �� We stellen � nu gelijk aan de hoeveelheid werk die per tijdseenheid
het systeem binnenkomt� � � �

�
� De evenwichtskansen pk zijn nu�

pk �
�k

k�
e��

Voor het gemiddeld aantal klanten L� de gemiddelde systeemtijd S en de
gemiddelde wachttijd W vinden we de volgende waarden�

L � �

S �
�

�
W � �

Voor meer informatie over dit onderwerp verwijzen we naar Kleinrock  
!
en Gross en Harris  �!�


